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Intraduction.

D'aprés Hodge, 1'espace de cohomologie H'(X,8) d'une variécé
kihlérienne compacte X est sunie d'vne "structure de Hodge" de poids n

i.e, d'une bigraduation naturelle

B - Pa

H(X,r) prg=n H

vérifiant HPY = 4® | On montre ieci que la cohomologie complexe d'un va=
riété algébrique non singulidre, non nécesssirement compacte, est munie d'une
structure d'esptee un peu plus générale, qui fait apparaltre Hn{I,tl coOmas
"extension succesive" de structures de Hodge de poids décroissants, contenus

entre 2n et n , dont les nombres de Hodge b9 = dim H'? sont nuls pouE

P:“ﬁ ou q}l.'l ]

La démonstration, essentiellement algébrique, repose d'une part sur
la théorie de Hodge, d'autre part sor la résolution des singularités & Ie
Hironaka qui permet, via une sulte spectrale, "d'exprimer" la cohomologie
d'une variécé algébrique non singulidre quasi-projective en terme de la coho-

mologie de varidtés projectives non singulidres,

Le §1 , outre quelques sorites sur les [iltrations réunis pour la

commoditd du lecteur, contlient deux résultats clefs :

a) le théordme 1.2.10 , qui ne sera utilisé que via son corollaire 2.3.5 ,

donnant les propriétés fondamentales des "structures de Hodge mixte" ;



B) le "lemme des deux filtracions™ 1.3.16.

Le §2 rappelle la théorie de Hodge et introduit les structures de

Hodge mixce.

Le coeur de ce travall est le n® 3.2 , qui définit la structure de
Hodpe mixte de H"(I,l} et établit quelques dégénérescences de mites apec=

trales,

Lz 04 donne diverses applicacions; toutes déduites de 4.1.1 et de
la théorie de la K/k - trace pour les structures de Hodge qui en résulte

(4.1.2) . Lea principales sont 4.2.6 et 4.4,15 .



1. Filtrations,

1.1. Objots filcrés,

111 Soit O wune catégorie abdlicnne.

On aura & considérer des filcrations de type & ; en général

finles, sur lea objets de G :

Définicion 1.1.2. Une filtration décroissante l:rl!u!Ei croissante) F d'un

objet A de @ est une famille EF"M]JWEE (resp. EFHEAHHEE} de sous-

objets de A , wvérifiant

Yn,m nEm = FUA) © F(A)

(resp. Vn,m n=s=m = FUA P ) .

Un objet filtré est un objet muni d'une filtration. Quand il n'y

aura pas danger de confusion, on désignera souvent par une mime lettre des

filerations sur des objets différents de G

51 F est une filtration décroissante (resp. croissante) sur A

onpose FIA) =0 et F (A) = A (resp. F (A) =0 et FCA) =4 ) .

Lag filtrations décalfies d'une filtration décroissante W gont dé-

finies par

H[ﬂ]p (A) = ""+F (A) .



1.1.3. 81 F est une filtration décroissante (resp. croissante) de A ,
alors les Fn!',h} = F(A) (resp. les Fr(A) = F_n“.] } forment une filleration
crolssante (resp. décroissante) de A ., €ecl permet en principe de ne con-

sidérer que des filcracions décroissantes ; sauf mention explicite du

contraire , par "filtration" on entendra dorénavant "flltration décroissante”,

1.1.4. Une filtration F de A& est dite finie s'1l existe n <t m tels

que FLA) = A et FA) =0

1.1.5. Un morph'sme d'un objet fileré (A,F) dans un objec filcré (B,F)
est un morphisme £ de A dans B qui vérifie f(F"(A)) CF"(B) pour

n & &

Les objets filtrés (resp. Filtrés de flleration finie) de G for-
ment une catégorie additive dans laquelle existent les limites inductives et
projectives finies (et done les noyaux, conoyaux, images et coimages d'un

morphisme),

Un morphieme f : (A,F) — (B,F) est dit strict, ou strictement

compatible sux filtrations, sl la fliéche canonique de Coim(f) dans Im(f)

est un isomorphisme d'objets filtrés (ecf. 1.1.11) .

1,16, Seit " le foncteur contravariant identique de 0 dans la catégorie
duale G° . Si (A,F) et un objec filerd de G , les (A/F"(A))°  8'iden-

tifient & des sous-objets de A" . La filcraction sur A" duale de F st



définie par

FoAt) = (AJFE(A))"

Le bidual de (A,F) s'identifie A (A,F) . Cette construction
idencifie la duale de la catégorie des objets filtrés de G & la catégorie

des objets filtrés de G* .

1.1.7. 5i (A,F) est un objet filtré de G , son gradué associé ast

1'objet de G= défini par

ee™a) = P/ )

La convention 1.1.6 est justifiée par la formule simple
G (A%) = Gr(A)"

qui se vérifie sur le diagramme autodual

AMFMA) -— A/

S 0

(i B0 Loy By A Gro(a)

r‘"l[rd/—'l-\r“m/ \u :

1.1.8. Soient (A,F) wun objet fileré et § : X &> A un sous-objer de A& .

La filtration induite sur X par F est 1'unique filtration sur X telle

que | soit strictement compatible aux filtractions ; on a



PO o= 37 LE%Na)) = x n PN ;

Dualement, la filtration quotient sur ASX (unique filtracion

telle que p : A —> A/X solt strictement compatible aux filtrations) est

donnée par

FUCA/X) = p(F™(A)) = X + FMAX 2 PN/ N F™MA)

Lemme 1.1.9, 51 X et Y sont deux sous-objets de A , avec XCY , alors

sur Y/X — Ker(A/X — AfY) , la filtration quotient de celle de Y coin-

cide avec celle induite par celle de AfX ., Dans le diagramme

A '!'\*“7.&!' \;I

A

las flbches sont strictes.

1.1.10. On appellera la Filetration 1.1.9 sur ¥/X la Fileration induite

par celle de A . D'aprés 1.1.9 , sa définition est autoduale.

En particulier, si I : A --f—l'- B-E»C est une O-suite, 2t si B
est fileré, alors H(E) = Ker(g)/Im(f) = Ker{Cfker(f) —> Coim(g)) est muni

d'une filrration induite canonique.

Le lecteur wérifiera que :



Proposition 1.1.11, () Soit £ : (A,F) — (B,F) un morphisme d'objets fil-

trés de filtration finie. Pour que f soit strice, 11 faut et i1 suffic que

la suite

0 —» Gr{Rer(f)) — Gr{A) — Gr(B) —> Grlcoker(f)) — O

goit exacte,

) Seict I : (A,F) — (B,F) —» (C,F) une O-suite de

morphisme stricts, On a alors canoniquement

H{Gr(E)) = cr(H(Z))

En particulier, si L est exact dans G , alors Gr(I) est exact dans ﬂ?z_

Dans une catégorie de module, qu'un morphisme £ : (A,F) —» (B,F)
soit strice signific que tout b EB , de fileration = n (b € rmtn}l qui

est dans 1'image de A , ost déjA dans 1'image de F(A)

£F™(A)) = £(A) N FO(B)

1.1.12, 51 & : ﬁ1x+..x En —= @ o8t un fonecteur multiaddicif exnct A droice,

ot &1 ﬁi est un objet filtrd de filtration finle de Ei (1£4i=mn) ,on
n

définit une filtration sur ?ﬁl par

F{I.ﬁi}- - m{?l' U..i}—h'?.ﬂ.i}

(somme de sous-objets).



Dualement, si H est exact A gauche, on pose

k

rkm{ni‘.l‘.l - le{FI{.ﬁi} —_— E{Aifl? 1{:;1}:!}

E i:il'i.

Pour H exact, lesa deux définitions sont dquivalentes.

On étend ces définitions & des foncteurs contravariants en certaines

variables par 1.1.6 . En particulier, pour le foncteur exact & gauche Hom,

on pose
P (om(a,B)) = (£ : A —> B | Yo £(F"(A) c F*5(m))
On a donc
Hom((A,F),(B,F)) = F*(Hom(A,B))
Sous les hypoth&ésea précédentes, on dispose de morphismes évidents
n n
?Er mi} -I-Gr{? Ayd
ek

Gr H ML} —3» R { Cr Hl.lll;l

Pour H exact, ce sont des isomorphismes inverses 1'un de 1'autre,

Ces constructions sont compatibles A la composition des foncteurs,

@n un sens qu'on laisse au lecteur le soin da ne pas expliciter.



1.2. Filtrations opposées.

1,2,1, BSoit A un objet de O ouni de deux flltrations F et G ., Par
définicion, Gr:(h} est un quotient d'un sous-objet de A , et, eén tant que
tel, s¢ trouve muni d'une filtratlon induite par G (1.1.10) . Passant au
gradué associé, on définit un objet bigradué I‘Iﬂ:rg Gr; mnmﬂ * D'apris
un lemme de Zassenhags, Grg ﬂr: (A) et G:: 6" (A) sont canoniquement iso-
morphes : 81 on définit les filtrations induites 1.1.10 comme filtrations

quotient de filtrations induites sur un sous-objet, on a

Gry Grp(a) m F* (1) N 6" (/) ne” ) + (7™ ) n ™ @)

6r3 GrotA) % 6" (a) N P (W™ 0 F® ) + 6" W n P

1.2.2, Soit H une trolsidme Ffiltration de A ., Elle induit ume filtrationm

BUT srrm , et dome sur Gr, Grp (A) ., Elle induit aussi une Ffiltration

BUT Etr ETG (A) . On prendra garde que ces filtrations ne se correspondent
en général pas par l'isomorphisme 1.2.1 , Dans 1'expression

Gry Gr. Grp (A) , G et H jJouent donc un rdle symétrique, mais non F et

G

Définition 1.2.3, Deux filtrations finles F 25_'; sur A sont dites

n-opposdes si Gt';t:r%m}-n pour p+q¥an

=

1.2.4, 51 AP"? esc un objet bigradué de G , tel que
a) A" =0 sauf pour un nombre fini de couples {p,q)

b) A% =g pour p+qd¥n



=10 =

alors, on définit deux filtrations finies n-opposées de A = E AP gn

posant
(1.2.4.1) P (a) = prE : AL
(1.2.4.2) 1 (a) = qff . PLATL S
On &

(1.2.4.3) or? crd (a) = aPrd
Réciproquemant :

Proposition 1.2.5. (i) Sodent F et F deux filtrations finies sur A

Pour que F at F soient n-opposées, il feut et 11 suffit (-1

¥p,q , p+q=n +l » FPPeT () =>4 .

(11) 51 F et F sont n-opposées, et sl on pose

i'l-plqnu ﬂp.‘.qfh

AP e P ) NT (D) pour p+q=mn

Alors A& ost sommo directe des AP et F et T se déduisent de la bi-

graduation AP*% de A per le procédé 1.2.4 .

Preuve, (1) La condition ﬂr; -L".rgf (A) =0 pour p+ q>n signifie que
FFn Tl - [FP*I NFY + (FP N ?q+11 pour p+ q>n , Par hypothise,

FFNF' est nul pour p + q assc: grand ; par récurrence dascendante, on én
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déduit que la condition Er: ur%{aj =0 pour p+ q>n équivaut & la con-
dition FP(A) NFHA) =0 pour p+ q>n . Dualement ((1.1.6),(1.1.7),
(1.1.10)) la condition Gr; Gz-; (M) =0 pour p+q<n équivaut 2

A= FP(A) + FIA) pour (1-p) + (1-q¢) > -n , i.e. pour p+qsan+l
et (L) en résulte,

(i1) 81 F et F osont n-opposées, prouvons par récurrence descendante sur
P que

& P9 =~

a) Pour FP(a) = O , 1'assertion est é&vidente,
b) La décomposition A = PPTI(A) @ F"P(A) induic sur FP(A) 2 FPi(a)

une décomposition
PP = P e n T Pw)

et on conclut par récurrence,

Pour p assez petic, ona i) = 4 D'aprds (1.2.5.1) , les
A" forment donc une bigraduation de A et F wérifie (1.2.4.1), Que F
virifie (1.2.4.2) en résulte par symétrie.

1.2.6. Les constructions 1.2.4 et 1.2.5 écablissent des équivalences de ca-
tégories quasi-inverses l'une de 1'autre entre objets de G munis de deux
filtrations finies n-opposées et objets bigradué de G du ctype considéré
en 1.2.4 ,
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Définition 1.2.7. Troils filtrations finles W , F et F sur un objetr A

de G sont dites opposédes ai
P -0
t‘.‘rr !‘.‘1:i Er' (A) = O

pour p+q+nd 0 .

Cette condition est symétrique en F et F . Elle signifie que
F et F induisent sur H"EMNMIEM deux filtrations (-n)-opposées. On

pose

PLIL

q o=P~q
p o= gt (),

d'ol des décompositions (1.2.4,1.2.5)

1 . 9 Psq
(1.2.7.1) WA = S A

qui font de lr.':rui.ﬁ} un objer bigradué.

Lemme 1.2,6, Sofent W , F et F trois filtrations finies opposées sur A ,

et O uneBulte (thllliﬂ de couples d'entiers vérifiant

a) p;py et q £q, pour 12}
b) pour i>0 , gt =t L+1

Onpose p=p ,q9"q, ,n=-pq et

_¢E .o Py T o =Y
hy (D!Fi W Wnr )N "‘EEI. W (L) NF ~(A)) :
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Alors,la projection de Hn{A} sur Er; (A} induit un isomorphis=-

|8

st P9 n
A, —> A7 C Oy (A) .
Prouvons par récurrence sur k 1'assertion sulvante

{* ) 14 prujnntinn de W {A}IHnLk (A) dans Erﬂih} induit un isomorphisme de

Py 9
Hiﬂﬁu“"“ttm nr i) + v n Htfkuml{a.l NF L) + W mn™mw

sur AP o {-‘r:{.hl

Pour k=1 , c'est la définition mtme de aP*Y

D'aprds 1.2.5 (1) , on a

(1.2.8.1) r mr“‘”‘ m:arq"‘ “*“tan Nl ::r“*" (A) 2

Posona
Tl Py
B = Z o™wnrtan
¢ = I ™ nTF ta
=k
P
B' = W) N oF R + WL
L |
ct = (WTTRGA) NTF A +

ke ¢

D = W A)

=y Hn+k+1 (A)



TR

La formule (1.2.8.1) s& tramserit ém

B'4+ C'=D

et B'"N C'=E -
On a par ailleurs, pulsque M= Py (1 =k) ,

P
BADCP (&) Nw¥w en

et puisque 9% 9, (L k) ,

_q
cnocF *a) nwu e

L'assertion ﬂﬂb+1] résulte alors de E'hl et du

Lesme 1.2.9, Soient des sous-ocbjets B, C, B', C', D, E de A

que

B'+ C'= D B*NCc'=E

E N D cB c Nb ¢t

Alors,

(B+R2')NC+C)/E —» (B+D)N(C+DY/D

Pour prouver la surjectivité, on écrit

((B+8')MC +C"))+ D= (((B+B'IUC +C")) +B") + '

= ((B+B'JMC +C'+B')) +C" = (B+B"+C'W¥C +C'+ B")

= (B+D)DN(C+ D) .

On su

Ll
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Pour prouver l'injectivité, on écrit

(B+B'MKC+C)ND=(B+B' DN +C')ND)

Pulsque B'CD , on a

(B+B8')YND=(BND) +B" =B H
de mlme, (C+Cc')NpD=¢* -
et (B+3')N((C+C')NDwBRNC'"=E .

On achéve enfin la démonstration de 1.2.8 en notant que 1.2.8

dquivaut A .:.h} pour k grand.

Théordme 1.2.10. Soit G une catégorie abélienne, et désignons provisoire-

ment par G' la catégorie des objets de G munls de trois fllerations op-

posées W, F et F . Les morphismes dans Q' sont les morphismes dans @
compatibles aux trols filtrations,

(1) G' est une catégorie abélienne.

(i1) Le noyau (resp. conoyau) d'une fldche £ : A—> B dans G' est le

noyau {(resp. conoyau) de [ dans G , suni des filtrations induites par

celles de A (resp. quotient de celles dea B ) .

(111) Tout morphisme f : A—» B dans G' est trictement compatible aux

filtrations W, F et F : le morphisme ll.".'rHI'.f.'! est compatible aux bigra-

duations de L‘rH{in.) (13 l:;r"{lﬂl : les morphismes GrFL’E] at Errl'f] sont

strictement compatibles A la filtration induite par W
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Te s qu s BE
=== s F— 2= L
Et'“ Grr {:rr G:“ Er_r GrF -Gr" {:rr Gr" EI:" Gr? ﬁ G' dans [ sont

exXacLlE.
]

{iv) Les foncteurs "oubli des filtrations" |, er ; G

Désignons par o_(p,q) et 0,(p,q) les suites

ub{Prq) = {qu} ¥ {Prq} ' {qu‘lj ' {P|1‘!} ] {P|Q'3} §oeE s

ul{prqj 2 {plqj ¥ {qu} ¥ {P-llq] ¥ {P'Ilq} ¥ {P“qu} B oEEw

et, avec les notations de (1.2.8), posona

AP . (i=0,1)

ulip,q}

81 f: A—» B est compatible & W , F et ¥ s 0N A
(1.2,10.1) fml;"':: c P (i=0,1)

i

L'agsertion (111) résulte donc du lemme sulvant

lemme 1.2.11. Les AP}9  forment une bigraduation de A . On :

(1.2.11.1) W (A .; g nl:.q (120, 1)
(1.2.11.2) PP (A 'Ep . nf""
(1.2.11.3) () = E a2t

Par symftrie, il suffit de prouver les assertions relatives & 1 = O . Posops
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i & ﬁz'q » 2t définissons sur A des filtrations W et F par les
formules de 1.2.11. L'application canonique i da "‘n dans A «st compa=
tible aux filtrations W et F . De plus, d'aprés 1.2.8 , G‘rH[i} &8t un
isomorphisme, et induit des i{somorphismes d'objets gradués

E Psq il =n - Psq
(1.2.11,4) o —> Gr (A) En A

Le morphisme 1 est done un isomorphisme, ct les JLan forment une bigradua-
clon de A .

La formule (1.2.11.1) exprime alors que Gr, (1) est un isomorphisme. D'apris
(1.2.11.4) , Gry Gr, (1} est un {somorphisme, donc aussi G, i.’:rFHJI et

GrF{i} . La formule (1.2.11.2) &n résulte.

1.2.12. Prouvons 1.2.10 ., Soit f : A—> B dans Q' <t munissons

K= Ker(f) des flltrations induites par celles de A . D'apris 1.2.11 ,
Er“[E]LI- Erﬂm} ; de plus, la filtration P (resp. F}) de K induit sur
ﬁrul:!{]l la filtration image réciproque de la flltration F de i::rH{M . Le
sous-ob jet Gr“{l:] di ::r"{nl est enfin compatible 3 la bigraduation de

G:HEM

- Pq
Gry, (K) = 8 Gry (K} N A
On eén tire que

orP

B Grl Gr, (K) &> Grp

Ged gryy (A) ;
F FETF ¥

les filtrations de W , F et F de K sont donc opposés et K est un co-

noyau da f dans G' . Ceci, joint au résultat dual, prouve (ii1) .
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8i f est une fliéche de G' , le morphismeé canonique de Coim(f)
dans Im(f) est un isomorphisme dans (G ; d'apriés (111) , c'est aussi un iso-

morphisme dans G' , qui est donc abélienna,

Le foncteur “oubli des filtrations" est exact d'aprds (ii). L'exac-
titude des autres foncteurs (iv) résulte aussicde de (L£)(Lii) et 1.1.11 (1)

ou (11) .

1.2.13, Boit A wun objet de [ wouni d'une filtration finie crolssante
W, et de deux Filtrations finies décroissantes F et F . La construction
1.1.3 associe & W, wne filtration décroissante W' . On dira que les

filtrations W, , F et F sont opposfes sl les filtrations W°, F ot F

le sont, 1.e. si pour tout n les filtrations induites par F et F sur

ﬂr:{hl - Hn{ﬂ]an_l{hl sont n-opposdes

Le théordms 1.2.10 se transpose trivialement A cette variante.



T

1.3, Le lemme des deux IIEEEEFi“"E*

1.3.1. Soit K un complexe différentiel d'objets de G , muni d'une filrra-
tien F . Celle-ci est dite birdgulidre si elle induit sur chaque composante
de K wune filtration finie,

Rappelons la définition des termes EEq (K,F) ou simplement qu

de la suite spectrale définie par F . On pose
289 = Kor (4 : PO — gPHatly pptr (gpiatl,
et on définit dumlement th par la formule

KPP/ePY m coker(d : PP Py 5 kPPt

Ces formules gardent un sens pour T = =

On prendra garde que l'usage faic ici de la notation H:q esk
différent de celul de Godement [ ] .

On a par définition :

(1.3.1.1.) BP9 = ym(zPY — kPP
_ P9 P9 P
(1.3.1.2) Er I Br n Er
(1.3.1.3) - Kur{up""quﬁq — uﬁ!zi"[ + nl‘fqi

On peut encore écrire



e pe =-r+l 1 =1_p+r
(1.3.1.4) il I LT € + P n @t o e
= (afP~ T ) + (7P n a~1pPtTy

Puisque apPTH 2 glgptT L, que | = o

Pour v =& , les EI forment un complexe gradué, gradué par le

degré p -rip+q) , et E e'exprime comme cohomologie de ce comploxe :

r+l

d
P p-r,gér-1 r pq . phr,q-r+l
(1.3,1.5) Epgq = HIE I )

Pour r=0 , ona

A L *
(1,3.1.6) F.ﬂ| = Org (K )

Proposition 1.3.2. Soit K un compleéxe muni d'une filtration birfgulidre

F . Los condicions suivantes sont dquivnleontos

(1) La suite spectrale définie par F démfnidre {El = I‘._.'!

(11) Les morphismes d : x° —s gi*!

tions,
S —

sont strictement compatibles aux filtra-

Vérifions=le lorsque G est une catégorie de modules,
Pwrl-p et q Ffixés, 1l'hypochise que les fliéches :Ir de sources les Efq
gofent nulles pour © 2 1 signifie que, si =x € FPIKP"'q] virifie
d x € r“"’lm"""""l] s alors 11 existe y dans P e que dy =0 et que
x ¢t ¥ alent ofme Image dans [-:I;":l . Modifiant y par un bord, et posant

E=x =% , on a alors



- 3] =

e PP (kP (axe PP (PP 008 sze PP P ae dz = dx))

solt en d'autres termes
() Ly o apP (P = g PP .

81 cette condition est vérifide pour tout p et q , on a par

récurrence sur T

T narf =a " :
ce qui pour p + r grand s'éerit
(2) FPndg=apf :

L'assertion (2) fmplique trivialement (1), et équivaut A (1i1),

ce qui prouve 1.3.2 .

1.3.3. 81 (K,F) est un compleme filtré, on désignera par Déc(K) 1le com-

plexe K muni de la filtration décalée

Dec(F)P K = 2PFP
Cette filtration est compatible aux différentielles :

a TP o gt ger(a) c 2FTHLP o gRtetLp

Puisque

(1.3,3.1) :'1""1"'“""‘1 c gt o p R i gk T i
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la fléche évidente de zl;"‘“-‘lllel""'l"'“-‘li‘l dans Er""FfBr“"*F est un

morphlsme

(1.3.3.2) u : B P(pec k) — 3‘1‘*“"‘" ()

Proposition 1.3.4, (i) Les morphismes (1.3.3.2) forment un morphisme de com-

plexcs grodués de sﬁrnawwm?m . -

(11) Ce morphisme induit un {somorphidme sur la cohomologie.

(111) I1 induit da proche en procho (via 1.3.1.5) des {somorphismes de com-

plexes groduts  E_(Dec(K)) —» E_. (K) (rzl; .

Preuve. Soit F' la filtration de K déFfinie par

L

F'PT) = Dec(P)P™(x") = 200°°F
On a trivialement des {isomorphismes, compatibles aux :]r et & (1.3.1.5)
(1.3.4.1) PP (Deck) = BPTP (R,F')
L'application u se dédult de (1.3.4.1) ot du morphisme identique
(K,F') —>» (K,F)
Ceci prouve (1), et 1l reste & vérifier que pour r = 2

zf“ (K,P') = nf*’* (k,F) :



On a en effat

289 (g, p) = 28 (k) pour r 2 1 :
ekt !Eq [K,F'} n !Eq {H.F':’ - EE“ {ErF] n B:q (x'r: pour z 72 ;

et on applique (1.3.1.2)

1.3.5. La construction 1.3.3 n'evst pas autoduale. La construction duale

consisce A définir

pee (F)P K° = n€+“'1"P+1
On dispose alors de morphismes
eP*"P (Dec K) —> EP*MP (1) — EP'"P (Dec” K)
et, pour v 21 , d'isomorphismes
EP" P (Dec k) => EPIIP () = BRI (Dec” K)

Rappelons qu'un morphisme de complexes est appelé un quasi-isomor-

phisme 5'11 induit un isomorphisme sur la cohomologie.

Definition 1.3.6. (1) Un morphisme f : (K,F) — (K',F') de¢ complexe fil-

trés de filtration birdgulidre est un quasi-isomorphisme filtré si GrF{fi

est un gquasi-isomorphisme, 1.2, si lea Eiq (f) sont des isomorphismes,

(i1) Un worphisme f : (K,F,W) —> (K,F',W') cntre complexes bifiltrds biré-

guliers est un quasi-isomorphisme hif[ltrE.EL Gt? Eru (£} est un guasi-

{somorphisme.
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1.3.7. Soit K un complexe différenticl d'objets de G , muni de deux
filerations F et W . Soit Efq la suite spectrale définiec par W ., La

fileration F induit sur les qu diverses filtrations, qu'on se propose

de comparer.,

1.3.8, La forrule 1.3.1.2 tdentific EP7 & un quotient d'un sous-objet de
K | Le terme EE'* g¢ trouve par 1A muni d'une filtration Fd induite

pat F , nppelée la premidre filtration directe,

1.3.9. Dualement, la formule 1.3.1.3 idencific qu A un sous-objet d'un

quotient de K i y d'ol une nouvelle filtration F induite par F , la
- P
d

seconde fileracion directe.

Lemme 1.3,10, Sur E et E, , on a P"’-Fd'

Pour r =0 ou 1 , ona nfq-c z:q et on applique 1.1.9,

1.3.11. La formule 1.3.1.5 ifdentific EE:l A un quotient d'un sous-objet de

Ezq « On définic la fileracfion récurranta Fr das EE" par lea conditions

Pq = =
(1) sur En . [-'___ Fd Fd"‘
(i1} sur EIIIEI » la filtracion récurrente est celle induite par la filtration

récurrence de Eﬁq -

1.3.12, Les définicions 1.3.8 et 1.3.9 gardent un sens pour r = @
51 la filtration de K est birdgulidre, las filtrations directes de Eﬂ?

colndident avoc calles dEvTEﬁ‘ EEF  Pour r ascoz grand, ot on définit la
EI:q'

Filtration récurrente de Eﬂq comme colncidant avec celle de pour

T assez grand,
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Les fileractions F et W induisent chacume une filtracion de
# = & W &
H(K) ,et E = Gr,, (H (K)) . La filtration F de H (K) induit dés lor:

sur th uné nouvelle filtracion.

Proposition 1.3,13. (1) Pour la lére filtration directe, les morphismer dr

sont compatibles aux filcracions, Si Eﬂl est consldéré comme quotient d'un
sous=-ob jet de Efq s n'ors la lére filtration directe sur E:-T-I est plus

fine que 1o filtration F' induite par la 12re filtration directe sur E:" :

=g
ona F,(2

(11) Dualement, les morphismes d.r sont compatibles A la seconde filtration

pa
) e F'EEHII ’

directe et la 2dme filtration directe sur EF). est moins fine qué la Fil-

r+l

tration induite par celle do E:q

Pq P Pq
(111) F (BT € F_(E1) © ?d,mr )

#*
(iv) Sur EPY | 1a fileracion induite par 1n filtration F de H (K) (1.3.12)
est plus fina qua la premidre filtration dirocte ot moins fine qua la seconde.

(1) esc &vident, (11) en est dual er (1ii) s'en déduir par récur-
rence. La premidre assertion de (iv) est aisée A vérifier, la seconde en

est duale,

&
1.3.14. Désignons par Dec(K) (resp. Dec (K)) le complexe K muni des fil-

trations Dec(W) et F (resp. n&n:*{HJ et F )

I1 est clair sur (1.3.4.1) que 1'isomorphisme 1.3.4 transforme la
lére Filtration directe de Eril:ha: Kl an la lére Fileration dircets de
EH_I{HJ {r 1) . L'isomorphisme dual (1.3.5) transforme la 2dme filtration

#
directe de Er{m: K) en la 2d#me filtraclon direcce de Eﬂ_lﬂl] .
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Lemme 1.3.15. 51 la filtration F est birégulidre, et si, sur les G‘rﬁ[t} ;

les morphismes d sont strictement compatibles & la filtration induite par

F , alors

(1) Le morphisme (1.3,3.2) de complexes gradués filtrés par F

u : Gr

est un quasi-isomorphisme filtrdé,

(i1) Dualemént, le morphisme (1.3.3)

u 3 Ei'!.'ﬂ.l-':l —» Gr

pec*w) 'K

¢st un quasi-isomorphisme filtré.

Il suffit, par dualicé, de prouver (i) .
D'apris 1,3.3 et 1.3.4 , le complexae filetrd par F Ell'!l:..'d.'! est

un quotient du complexe filetré Gr }ER} . Soit U 1le complexe filcré

Dec(H
noyau, acyclique d'sprés 1.3.4 (i1). La suite exacte longue de cohomologie

agsoclée & la sulte exacte de complexes

0 —> Grp(0) —> GrylGry. () (K)) —> Gr (B, (K,1)) —> 0

montre que o st un quasi-isomorphisme filtré sl et seulement si Grrl:ll}

est un complexe ecyclique, D'aprds 1.3.2 , ot parce que U est acyclique, cela
revient & demander que les différentieclles de U solent strictement compati-
ble & la filtration F . De (1.3.3.1) , on tire que U est somme sur p

des complexes

(tP)2 = nfi"f'ﬂu'Pir 211‘4'1""“:'["1
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munis de la fileration induite par F ,
Chogque différentielle 4 de chacun des complexes P s'inskre
dans un diagremme commutatif d'objets filtrés du type suivant, ofi, pour sim-

plifier, on a omis d'indiquer le¢ degré total ou complémentaire :

HF!;P"'I' d > .Bp'l'lllrzp-l-l

whtljgp+l > pP*1 et
iy
@ - :
GPHL o2 5 WP+ pH2

Par hypothise, le morphlisme @ est strict. Le carré @ n'étant autre que la
décomposition canonique de G'_} ; la fléche {:3_'-_'} est un isomorphisme Eliltré.
Les fléches du trapidze @ sont des isomorphismes ; ce sont donc des isomor-
phismes filtrés, puisque l@i en &st un. Que @ soit un isomorphisme filtré

gignifie que d est strict. Ceci prouwe 1.3.15 .

Théordme 1.3.16, Soit K un complexe suni de deux filtrations W et F

la filtration F &tant birégulidre. Soit rni 0 un entier , et supposons

que pour 0 <r = Ty # les différenticlles du complexe gradud Er{l':.'-!] gont

strictement compatibles & 1a filtration F. . Alors, pour r=r 41 ,

L

- Pq
Fd l'r - Fd. BuUr Er

On prouvera le théordme par récurrence sur ¥, + Pour ¢ =10
1'hypothése est vide et on applique (1.3.10) et (1.3.13) (iii) . Pour

Pq
rﬂl 1 , d'aprés 1'hypothése de récurrence, on a Fd - Fr - I"d* ur I‘.l_

pour :‘-i':u.
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D'aprés 1.3.15 , le morphisme u : E_(Dec K) —» E,(K) est un
-
quasi-isomorphisme filtré. Il induit donc un isomorphisme fileré de H (Dec K)

dans H.{E.L[HJJ :
u {EIIIH:J: K), Fr} — E.Ezl'l{l. Pr:

De proche en proche, on en déduit que 1'isomorphisme canonique de E'(De: K)
dana EH_I{K} (s 2 1) est un isomorphisme filtré, pour la filtration récur-

rente.

(1.3.10) , et on sait d&ja (1.3.14)

Sur Ell‘.n-m:[xlll o LR

que u' est un isomorphisme filtréd
L L
u''3 {Ell‘.ﬂu K, Fd} S (EE{K}, Fd} :

Sur EI{H , on a donc Fd = Fl_ . Ceci, joint au résultat dual,

prouve (1.3.16) pour R -

Supposons que rnli . Alors, les fldches "I. de Elh:] sont
strictement compatibles nux filtrations, donc aussi les [léches dﬂ de
Enl'llﬂ: K) f(u iInduit en effet un isomorphisme de suites spectrales, et on

applique le eritdre 1.3.2) .

Pour 0 <s <r -1 , 1'isomorphisme (E_(Dec k), F)= (EHI (K),F.)

montre que les d! sont strictement compatibles aux filtratioms récurrentes,

D'aprés 1'hypothése de récurrence, on a2 donc F, = F sur

d
E.(Dl:c K) pour 8 = £y - L'isomorphisme EE.{M¢ I:JI,Fd] = {EHI{H].Fd.'I
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(1.3.13) montre alors que F, = F_ sur Er{R] pour © £r 4+ 1 . Ceel, joint

au résultat dual, prouve 1.3.15 .

Corellaire 1.3.17. Sous les hypothdses pénérales de 1.3.16 , supposons que
pour tout r , les différenticlles dr soient strictement compatibles aux

filtrations récurrentes des Er . Aors, sur E_ , les filtratieons

Fgo Fpoo Py

fileration F de i (K)

cofncident, et cotneident avec la filtraion induite par la

Cael résulte sussichHe de 1.3.16 er 1.3.13 (iv) .
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1.4, Hypercohomologie de complexes filtrés,

Dans c¢e¢ n® , on rappelle quelques constructions standards em hyper-
cohomologie. On n'utilise pas le langage des catégories dérivées, qui sernit

le plus naturel iei,

Dans tout le n® , par "complexe", on entendra "complexe borné in-

fériaurament” .

1.4.1, Soit T wun foncteur exact A gauche d'une catégorie abélienne @

dans une catégorie abélienne B . On suppose que tout objet de G s'injecte
dans un objet injectif ; les foncteurs dérivés Ill'r i G—» B sont donc dé-
finis. Un objet A de G sera dit acyclique pour T si R'T(A) = O pour

i>0

1.4.2. Soient (A,F) un objet fileré de filtration finie, ¢t TF 1n fil-
tration de TA par ses sous-objets TF'A (ce sont des sous-objets car T
est exact & gauche). 51 Grrfﬁ] est T-acyclique, alors les FPP(A) sont
T-acycliquas en tant qu'extensions succaessives d'objets T-acycliques.

L'image par T de la suite
0 — " a) — PP(a) — GrP) —» 0
28t donc exacte, <t

(1.4.2.1) Grop TA —> T Gry &



ST (e

1.4.3. BSoit A un objet munl de deux flltrations finies F ot W telles

qu J.’:rIr [:r"a. soit T-acyclique. Les objats ﬂrrﬂ. et G:"n sont alors

T-acycliques , ainsl que les Fq{ﬂ.'l nwia) . Les suites
0 — 1(¢% n W) — v(r% N WP) — 1% 0 WPsEd nwPtl) — 0

sont donc exactes, ot TEFqEGrEEMH est l'image dans T{Gra.{h}} de

M NWY) | Le dingromme

(¥ n W) — 'ru-"‘-:r,fI A —> TGP A

| i

TFinTW a-::—:_';“Ta

montre alors que l'isomorphisme 1.4.2.1 relatif A W transforme la Ffilcration

l:-rml'.TF} ¢n la filtration TEG:H{PL'I

1.4.4. Soit K un complexe d'objets de G . Les objets d'hypereohomologle

Ill'l'“:.'! g¢ caleulent comme suit :

a) On cholsit un quasi-isomorphisme 1 : K—% K' , tel que les composantes
de K' solient acycliques pour T . Par exemple, on peut prendre pour K'
le complexe simple associé A une résolution injective de Carctan-Eilenberg

de K .

b) On pose RY 100 = u' ()
On vérifie que RMT(K) ne dépend pns du choix de K', dépend fonc-
toriellement de K , et qu'un quasi-isomorphisme f : K‘.l —_— lnr.z induit das

isomorphismes I’I"‘T{EJ : HI'T{I-LLI - RLIEHITI
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1.4.5. Soit F une Filtration birdguliére de K . Une résolution filtrdo

T-acyclique de K est un quasi-isomorphisme filtré { : K—> K' de K
dans un complaxe filtré birégulier tel que les GrP(I'n} solent acycliques
pour T . 51 K' est une telle résolution, les k'™ sont acycliques pour

T et le complexe Filtré (ef.1.4.2) T(K') définit une suite spectrale
Eiq = BP9 p(erP ) = R 1)

Celle-cl est indépendante du choix de K' . On 1l'appelle la suite spectrale

d'hypercohomologie du complexe filtré K .

Elle dépend fonctoriellement de K et un quasi-isomorphisme fileré

induit un isomorphisme de suites spectrales,

Les différentielles dl de cette sulte spectrale sont las mor-

phismes de connexion définis par les sultes exactes courtes

0 — ol g — ﬁm-""‘iu — CtP K —» O

1.4.6. Soit K un complexe. On désigne par T_ (K) le sous-complexa

'.l'p
suivant
n n
TEFU:} = K pour n < p
Ker(d) pour n = p
0 pour n > p

La filtration, dite canonique, de K par les ";F':“:' se diéduic

par décalage de la filtration triviale ¢ pour laquelle G*(K) = K et
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{.'ll'.ﬂ =0 , On a, pour la fileration canonique,

E'fq = 0 si p+q ¥ -p

HP sl prg= -p :

Un quasi-isomorphieme f : K — K' est automatiquement un quasi-isomorphisme

fileré pour lea filtrations canoniques,

1.4.7. Les sous-complexes u‘tpl']{] de K :

nr”{m"- 0 si n<p

K sl n2p

définissent une filtration birégulidre, la filtration blte de K

Les sultes spectrales d'hypercohomologle attachdes aux filtrations

bite ou canonique de K sont les deux suites spectrales d'hypercohomologie

da E .,

Exemple 1.4.8, Soit f : X —>» Y wune application continue entre e¢spaces
topologiques ec soit F un faiscesu abélien sur X . Soit _E' une résolu-
tion de F par des faisceaux fracycliques . On a n‘r_gzﬂltf_:':
Prenons pour foncteur T le fomcteur I(Y, ) . La suite spectrale d'hyper-

™
cohomologie du complexe f* F  muni de sa filtration canonique {1.4.6)

P9 = w2 (y, RP5, B) =3 87" (1,
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n'est outte, 4 la rénumdrotation E:q' F—irﬁif;q‘np prés.que la !!!‘*"EE*'

trale de Leray pput [ et F .

1.4.9. Soit (K,W,F) un complexe bifiltré birégulier. A ce complexe, on

assocle
a) une suite spectrale
PaA=p - n P n
EP HGrh () => WK

de différencielles “ﬂ] les morphismes de conmexion déduits des suites

exactes couriaes

0 — ch;T‘ (K) —> WP M2 () — c:rﬂn:} —> 0 3

b) une suite spectrale analogue pour la filtration F H
c¢) des carrés oxacts

i

.. :

0 —» r.r"*;l el k — r"fr"*zmr";l K) —> Grh el k— 0

| v |

0 —> urf’;‘uqm"’*"‘m—p L] AT TR ALy Er?}iqfh‘qﬂl:—!- 0

| , |

p¥l _ q - I P .14
0—>Cr'y Org K — FF /T Grg K —>Grp6rg; K —>0

| |

0

=]
=

(=
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Las lignes et colonnes extérieures de ce carré définissent des

morphismes de connexion

S | q 1 1..q
1 HGrE GrH!:—bH”[:rP:nr"n

s HY P q 1L AP~k
wply ! B ord c:an:—:-:-I““'GrFGan

Ces morphismes vérifient

%% T et < 0
= 0 dz =

il WF1

Les morphismes Fk'dl sont les morphismes dl des sultes spectra-

les g9 , do torme E"‘;']F""'P égal A
Paqn=p=q o P q n q I qn=q
(1.4.9.1) P! =agn 1 (Grf Grg K) =5 B°(6rg K) = U ;

définie par le complexe filtré ﬂ:E{HZI . Cotte suite spectrale aboutit A la

*
filtration induite par F sur H cel g, pa mame, les

i gont lo dl

wrtl

des sultes spectrales de mlmes termes initioux

(1.4.9.2) eP1 VAP o yerf ord ) = w(eed ©)
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n" nr"
r,n"% N"ﬂ
(W, 7“1\ /p"x

1" ork K

Ces constructions sont symétriques en F et W , via 1'isomorphis-

P e o ord P
nEG'rFGrH GrHGrF

1,4.10, On peut encore interpréter les W Fdl comme les morphismes initisux
;

d'un morphisme de suites spectrales 1.4.9.2 , aboutissant 2 Hdl i

Soit en effet Eq le cbne du morphisme
Weome — el 10 .

Dans le diagramme

£ ¢ crq:lu:‘.i[l] S ctl Gr: (v,

u est un quasi-isomorphisme, et on a

= =1
wd Hiu) "o H(1)
En fait, u est mlme un quesi-isomorphisme filtré (pour F) , et
la construction précédente définit un morphisme de la suite spectrale définie
par {Grﬂ{lﬂ.ﬂ dang celle définie par {Gr':t;liﬂ.'![l],l?.'l , morphisme qui

aboutit A Hdl . Le terme initial de co morphisme, déduit de E—:F{E}l , n'est



L T .

autre que Fdl :
¥

1.4.11. Ces constructions passenttelles quelles A 1'hypercohomologle. Soit

en effet K un complexe muni de deux filtrations birdégulidres F ot W .

Une résolution T-acycligue bifiltrée de K est un quasi-isomor-

phisme bifileré 4§ : K —> K' tel que les Grg ﬂr: (k") solent
T-acyeliquas, Il én existe toujours. Dans le cas particulier ob @ est la
catégorie des faisceaux de A-Modules sur un espace topologique X , et ob
T est le foncteur I’ de G dans les A-modules |, un exemple de résolution
T-acyclique bifiltrée de K est le complexe simple associé au complexe dou-
ble résolution de Godement ETEH] de K , fileré par les EF(FF(H}} et par

» »
les € (W(KX)) Pulsque { est exact, on a en effet

Grp, Gr (C'K) ~ C (Gry G, (K))

F
On n'aura besoin {el d'sucun autre cas.

81 K' ast une résolution bifiltrée T-acyclique de K , le com-
lexe TK' ost filtré par les TP'K' A g
P par 1 TFK' et par les TWK 1.4.3) . De plus,
Gr:{l:'} o8t une réscolution filtrée (pour F) T-acyelique do Gr:{ul .
m-?l.’lt,‘} est une résolugion filtréé (pour W) T-ncyclique de Gr:li'{] ;

Gr; l::r;(]l:'} est une résolution T-acyclique de r.:-r‘; Gr: {K) , et

T Gry K' W Grp T K' (comme complexe W-fileré)

T 1’.:|:',.II K' = er T K! (comme complexe F-Filtré)

T GrFer K' pe {:rF i::r“ TK'
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Lemme 1.4.12, Sous les hypothdses de 1.4.11 ,

(1) Les termes initisux de suites spectrales d'hypercohomologie

(1) P = o] =3 R

(2) }"““P - n'*rmrg K) ==~ Rr(K)

sont sboutissements des suites spectrales d'hypercohomologie des complexes

filtrés Gr: K et Gr;li ¢ de terme EI. donné par

(3) LR . 2ee? ced D = 5,V (q fixe)

() PP L RG] ord ) = BPOP (p fixe) .

(11) La filtration de ..HEI’"-F » Aboutissement de la suite spectrale (3), est
la filtration de HEI'""F{TI{".I induite par la filtration F de TK'

(111} Pour que les différentielles des complexes Gr:{t'{lu'.’ﬂ soient stricte-

ment compatibles & 1a filcraction F , 11 faut et il suffit que les sultes
spectrales d'hypercohomologie (3) dégéndrent au terme E, .

{iv) Les morphismes dl de la suite spectrale (4) sont les termes initisux

dé morphismes dié degré 1 de suites spectrales (3) aboutissant aux morphis-

o dl da la suite spectrale (1) .

Les assertions (i) et (iv) résultent de 1.4.9 et 1.4.10 appliquées
d TK' , via les isomorphismes 1.4.11 . L'assertion (1ii) est alors triviale
Bur la définition de la filtration récurrente F (identique aux Flltrations

directes par 1.3.10 et 1.3.13 (ii1)) et (ii1) résulte de 1.3.2.
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2, Structurcs do Hodge.

2.1. Structures pures.

2.1.1. Dans toute la suite, on désignéra par € wune clOture algébrique de
I : on ne suppose pas avolr choisi une racine i de 1'équation xz-lr 1=0 ,

La théorie sera invariante par conjugaison complexe (ef. 2.1.14) .

w
2.1.2. On désignera par 5 le groupe algébrique véel € , déduit par res-

triction des scalaires & la Weil de € 4 T du groupe t-

s= 18

e/m ™

_E.tn}-tr .

Le groupsa 5 est un tore, 1.&, est connexe et de type sultiplicatif.

[l est donc déerit par le groupe abélien libre de type fini
X(8) = Hom (5., Im.'l = Hom (S, Im:.l{ﬂ::l

de ses caractdres complexes, muni de 1'action de Gal(€/R) = Z /(2)

Le groupe X(S) a pour péndérateurs s et z , indulsant respecti-

vement 1'identicéd et la conjugalson complexe :
* L
Lt =S5(R)—5@)—>cCc(@)=C .

La conjugaison complexe féchange =z et z .

2.1.3. On dispose d'une application canonique



(2.1.3.1) w In—fll 5
» "
qui, sur les points réels, induic 1'inclusion de R dans € . Ona
(2.1.3.2) twe=zw=]d
On dispose aussi d'une application
€2.1.3.3) N :E_’:n

-
qui sur les points réels s8'identifie & la norme Hl.ﬂ"lll g —= lt. . On a

(2.1.3.6) N= 22

(2.1.3.5) Hows (xh= x)

DéEfinition 2.1.4, Une structure de Hodpe réclle est un wvectoriel céel W de

dimension Finie munl d"une action du groupe algébrique réel § .

2,1.5. D'apres la théorie générale des groupes de type multiplicatif, il re-
vient au m@me de se donner une structure de Hodge réelle sur V , ou de se
donner wne bigraduation v e 'ln" = @E V qui wirifie Pl - P

L'action de 5 , et la bigraduation, se déterminent mutuellement via la con-

dition

(2.1.5.1) sur vPd » 5 agit par multiplication par P 29

2.1.6, Sei: (€, x) le monolde multiplicacif, et soit

S= 1 (gx) .
/R



il

B1 Vv ast un vectoriel réel, on wirifie qu'il revient au mfme de se donner
une actlon de E sur ¥V ou de se donner gur VYV wune bigraduation telle que

vl ey o vWiap pour p <0 ou gq<0 .,

2.1.7. Boit V une structure de Hodge réslle, définie par une reprdscntacion

g de § ot une bigraduation vPe ., La greduacion de V, par les

?: - p+§;n vP? gst alors définie sur B . On 1'appelle la graduation par

le poids. Sur V' =y N v: » la représentation ow de IL est la mulci-

plication par i

On dira que V est de poids n sl vP = o pour piq ¥ n

L.¢. 81 ow est la multiplication par o ;

2.1.8. B5Soit V une structure de lodge réelle. La filtraction de Hodge sur

“l est définie par

il
q
FF (Vg) = F.EF W
D'aprés 1.2.6 , on a

Proposition 2.1.9. Soit n un entier. La construction 1,2.8 &crablit une

équivalence de catfgorie entre

a) la catégorie des structures de Hodge réelles de poids n

b) la catégorie des couples formés d'un wvectoriel réel de dimension finie V

ot d'une Filtration F sur Vv, =& &_ V qul solt n-opposda A sa complexe

c R
con jupuése ¥
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Définicion 2.1.10. Une structure de Hodge da poids n , H , consiste en

a) un I -module de type [ini HE. (le "régenu entier™)

b} une structure de HI:HiEa réoelle de polds n  sur H'Il‘ IHE HE- i

2,1.11, Un morphisme £ : H— H' est un homomorphisme £ @ BE—--% H:E

tel que £ : H_, —= H! solt compatible & 1l'action de § (i.e. tel que

R R R

f, soit compatible B la bigraduation, ou & la filtration de Hodgel.

Les structures de Hodge de poides n forment une catégorie abélienne.
SL H est de polda n et H' de polds n' , on définit une structure de

Hodge H @ H' de poids n + n'" par les formules :

i
a) (H@H :'E - HEIEI %
b) l'action de £ sur (H® H'}E - Hmﬂu HIE est produit tensoriel des ac-

tions da 5 sur l-IH at Hi -

La bigraduacion (resp. la filtration de Hodge) de

(ne H']t = H, & H' ost le produit tensoriel des bigrsduations (resp. des

[ [ 4

filtrations de Hodga (ef.1.1.12)) de 'EIt et ilé

On définit de fagon analogue la structure de Hodge Hom (H,H')
P
(de poids n'- n) , les structures de Hodge A H (de poids pn) , et la struc-

++
ture de Hodpe H  duale de H

L& "Hom intérna" précédent, et la groupe des homomorphismes, sont

l1iées par la

Remarque 2.1.11.1. Hom (I,H') esat le sous-groupe de Hom (H,H'), =

Hom,., (H?Z 3 H:E} formé des &léments de type (o,0)



i Y.

Les actions de 5 sur Hp, Hp et Hom (H,H') = Hom (H_, HL)

sont en effet lifes par

s{f{x)) = s{f){s(x))

Que f soit de type (o,0) , i.e. invariant par 5 , signifie donc qu'il

commute & 1'action de 5

2.1.12. Pour A un sous-anneau noethérien de W, on dé&finic uns

A=structure de Hodge de poids n comme &tant formée d'un A-module de type

fini Hﬁ et d'uné structure de Hodge réelle de poids n  sur

H'H = R EA. H.H. + Cos définictions sont surtout utilisées pour A = §

Ine A-structuré do Hodge consiste eén un A-module de type fini H.‘-‘. et on
une structure de Hodge réelle pur Hll - HA Hlill ¢ telle que la graduation

par le poids soit définie sur le corps des fractions de A

Définition 2.1.13. La structure de Hodge do Tate Z (1) ost la structure de

Hodge de poids -2 , de rang 1 , purement de bidegré (-1,-1) , de résonu

antier 27 i TS € .

L'action de 5 est donc la multiplication par 1'inverse de la nor-
me (2.1,3.3) .
Pour n EZ , on définit X (n) comme étant la s puigsance tensorielle
de Z (1} : Z(n) est la structure de Hodge de polds -2n , de rang 1 ,

purement da bidegré (-n,-n) , de réseau entier (27 " et . L'actlon

de 5§ est la multiplication par Nix) "



2,1.14, Le choix dans & d'une solution 1 de 1'&quation ‘.I{I-i- 1=0 dé-

terming sur chaque varlécé complexe X purement dé dieension n une orien=

tation util'.!{} + Puand on change 1 en =i , on a
R A n
nr_I_[}[] {=1) arli:ﬂ] .

La choix da 1 définit aussi un &lément € d'ordre 4 dens

S(R) : l'image de 1 par 1l'lsomorphisme §'|{It}|"'-"l'r .

Il définit enfin un isomorphisme entre Z et le réseau entier de

Z (n) : la sultiplication par (2 Trl.}l"

Quand 1 ; une orientation de X ; C , ou une identification
Z ~ & EME figureront dans une formule, i1 sera en principe entendu qu'ils
sont subordonnés A un m®me choix de 1 , o qu'en changeant 1 ¢n =i , on

trouverait une définicion ou formule équivalente,

Définition 2.1.15. Une polarisation d'ume structure de Hodge de poids n

H est un homomorphisme

{wy) : H & H— Z (=n)

tol que la forse bilindaire réelle (2T 13" {x,C y) sur “l solt symétrique

et définic positive,

2.1.16. [La structure de Hodge réelle do Tate est la structure de Hodge réelle

R (1) sous-jacente & Z (1) . On définit de méme R (n) sous-jacent A
Z(n) . Une polarisation d'une structure de Hodge réelle de poids n H est

un homomorphLsme
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(x,¥) THE H —> R (-n)

tel que la forme bilindéaire réelle (2 ﬂl]"[;,ﬂy} BUTr H1H soit symétrique
et définie positive. Une polarisation est entidérement définie par la forme
quadratique définie positive {I'HIJHEI,Cy] Bur HIR , soumise A la seule

condition d'@tre invariante par le sous-tore compact de 5 , noyau de N

On a

(x,y) = (Cx,Cy) = (y,C%x) = (-1)™(y,x)

La forme (x,y) est donc symétrique ou alternée selon la parité de n

2.1.17. L& lectour généralisera ces définitions aux A-structures de Hodge

de poids n (2.1.12)



"ﬁ&-—

2.2, La théorie do E&dE+

2.2,1. Soit X wune variété kihlérienne compacte (par exemple projective lisse),
&
D'aprés le lemme de Poincaré holomorphe, lo complexe de Da Rham ﬂx E8C une

résolution du faisceau constant € . On a donc un isomorphisme (1.4.2)
L] - &
H (X,8) ~H® ﬂt,ﬂxﬁ 3

*
et la filtration bete de ﬂx (1.4.5) définit la sulte spactrale d'hypercoho-

mologie
(2.2.1.1) e = nlx, ) = 87 Ux,0) ;

.
d'aboutissement la filtration de Hodge de H (X,E)

D'apriés la théorle de Hodge [ 9] [12] ,ona :

(A) La suite spectrale (2.2.1.1) est dégénéirée : E, = E

(B) La fileration de Hodge de H (X,E) est n-opposée A la fileration com-

plexe conjuguds,

2.2.2. Soit V un systdme local de vectoriels réels sur X , i.¢. un fais-
ceau de @R -vectoriels localement isomorphe & un faiscesu constant - Ll

Supposons qu'il existe sur ¥V une forme bilinéaire
Q:VEeV—s R

localement constante et définie., Pour X connexe, tel est le cas si V  est



- 47 =

l¢ cas 81 V est défini par une représentation d'un quotient fini du groupe

fondamentel de X .

Les points (A) et (B) ci-dessuas restent valablas tels quels,
sans qu'il faille rien changer aux démonstirations, pour la cohomologic &

cogfficients dans \f‘ = ¥ @-EI : la suite spectrale

R =m0 Ev)) =3 0P 0, vp)

déduite da la résolution de De Rham do tf' par ﬂ;'l'.'l.ft] dégéndre, ot abou-
tit & une filtration sur HHEI.U'} n-opposée b la filcration complexe

con Jupude,

Le vectoriel H (X,V) est donc muni d'une structure de Hodge

réealle de poids n canonique.

2.2.3. On wpontre dons [ 2] que les énoncés 2.2.1 restent valables pour
X une varlécé algébrique compliéte non singulidre, non nécessairement kahlé-
rienme. La démonstration de loe, eit,; basée sur une réduction au cas projec-

tif via le lemme deo Chow ot la résolution des singularités, s'ftend su cadre

2.2.2 .

2.2.4. BSolt £ un faiscemu inversible, Voiel deux Ffagcons de définir la

classa EI{I.} -

2.2.4.1. L& faigeceau £ définit un élémant ¢ dans HIE'.U.',EI*,'I + Son
&
image par dEfEf : & .._;.nl ge¢ trouve dans Hlix.nli . Plus précisément,

df/f définit un morphisme de comploxes



d log : ﬂ'[-l]—r[n+n;-rr§r----]-uﬂu‘g
Ce complex: s'envoye dans ﬂ; , d'ob
d log : ﬁ*[-‘.l,]—l-ﬁ: :

#
et 1'image de ¢ par d log est dans Hz{ﬂl} . Cette construction garde-
rait un sens pour une variécé algébrique sur un corps k quelconque. Pour

k=@ , on a de plus
i (x,8) <> 1 (x,0 )
d'od une classe
e}(8) € 1 (x,0)
2.2.4.2., La pulte exacte exponentielle
0—>Z(1) —>6—>8 —>0
définic un homomorphisme
3 HI{x,ﬁ'] - HE{H,E (ayy
d'ofi une closes

de = L) €WX,Z AN
51 1 est choisi, cette closse a'identcific &

") e (x,z2) :
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et pour L= (D) , c]"'[ﬁ:l n'est autte que la classe de cohomologle ens
tidre définie par D (les orientations étant définies par 1 ) .
2.2.5. Prouvons oue
{2.2.5.1) Pour a 1'injection naturelle de ZE (1) dans € , on a
" -
u.-:l{I} 4:]{.11}
(2.2,5.2) Pour B 1'injection naturelle da Z dans € , on a

i - _l._ ]
Bel(E)= 50 ci(E)

On le wérifie en contemplant le diagramme commutatif & homotopie

prés de complexca sulvant,; dans lequel = désigne un quasi-isomorphisme

= o *

,l - n: < umn

i = I

t < (e = 5] e B d'ﬂﬂ

‘T T I‘d log
Z(1) < [E{H-@]-—-—:Trﬁ[d]

2.2.6. Bolt X wune varided projective non singulidre purement de dimension

n . Un choix de 1 définit une orlentation de X et un isomorphisme

Z(1) =& . Le morphisme trace correspondant :
(X, Z(n)) —> =

qui 8'en déduit ne dépend pas du choix de L |



A e

D'aprés Hodge, pour 1 = n , le morphisme
L hen eto)™! ¢ wtix,z) — iy, z (n-1)y

st un isomorphisme et, combiné A la dualité de Poincaré

n=-

nton,z) @ 1 x, z2(n-1)) — M, Z (n-1)) — Z (-4)

I'I-i+1 ]

il fournit une polarisation sur la partic primicive Ker(L de

at(x,z)

On on déduit que les gtructures de Hodge rationnalles HLEJ{,Q}

sont polarissbles,
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2.3, Structurces mixtes.

Définicion 2.3.1. Une structure de Hodge mixte H consiscte en

a) un Z -module de type find By {le "résecau entiar")

b) une filtracion finie croissante Woode H. = Q E—E HE » appelée la

filtration par le poids

c) une filtration finte FP e Ho = Q @, Hp .2ppelée la filtration de

Hodga .

On éxiga gue sur I-1' ; la filtration I-Il déduice de ¥ par

extension des scalaires, la filtration F ot sa complexe conjuguda

forment un systdme {Ht,F.FI de trois filtrations opposdes (1.2.7) .

2.3.2. Désignons encore par W 1a filtration de IE! image réciproque de

la filtration W de Hﬂ . L'axiome dus structures de Hodge mixtws signifie

que pour chaque n , la filtration ¥ induit sur €@, Gr (H, ) une

filtration n-opposée & sa complexe conjugufe, D'aprds 2.1.9 , crﬁmﬂ} B¢

=

trouve muni d'une structure de Hodge de poida o , de fileration do Hodge

induite par F

Exemple 2.3.3, 54 H west une structure de Hodge de poids n , on définit
une structure de Hodge mixte de mime réscau entier et de mdme filtration do

Hodge en posant

Hn_im‘;i =0 at wnEHﬂ] = H'I



L .

2.3.4., Un morphisme £ : H —3 H' de structures de Hodge est un homomor-
phisme f : “E — H:: compatible aux filtrations W et F (et donc
compatible & F ) . On déduit aussicot de 1.2.10 le théordme suivant

Théordme 2.3.5. (1) La catégorie des structures de Hodge mixte cst abélienne,

(11) Le noyau (resp, conoyau) d'un morphisme f : H —» H' a pour réseau

entier le poyau (resp. comoyau) K de £ H‘E — H‘& s KEQ et KBC

étant munis des filtrations induites (resp. quotient) des filtretions W et

Fode Hy st Hy (resp, de Wy et Wy ).

{111) Tout morphisme £ : H —» H' est strictement compatible & la filtra-

L} L]
tlon W 53 H' at llq et & la Filtrvation F de H‘ et H: « Il induit

5 - e Yo Wi
des morphismes de structures de Hodge : Grﬂ“lqﬂrniﬂzl—h Grn{l-tﬂ} et des

morphismes strictement compatibles A la Fileration induite par i-'ll

P . P Peut
m-rtfl ! cr],ml} —hﬂrriﬂﬂ} .

W
(iv) Le foncteur m'n est un foncteur exact de la catégorie des structures

de Hodge mixtes dans la catégorie des =structures de Hodge de poids n

({v) Le fonctour Gcﬂ BSL axack,

2.1.6. Soit H una structure de Hodge mixte. Les Hn{HE]I , munis des fil-
trations induites par W et F , forment alors des sous-structures de Hodge
mixte HﬂI{H] de H . Le quotient H“{HH Hnul":":' s'identifie &

Gr:{HEJ ; muni de sa structure de Hodge (2.3.2 , 2.3.3) ., Cette structure

de Hodge a2 notera r.:r::{lﬂ
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P ol 5.9 oM
2.3.7. On pose H Grp E;F [:rw_q

Hodge de H sont les entiers

{HEJ - Iﬂfg+qlﬂ}}F'q . Les nombres de

Le nombre de Hodpe B 4e B est done la nombre de Hodge I1I:‘Iq de 1a
H
T

er:{HJ

structure de Hodge G

2.3.8, On définit une @ -structure de Hodge mixte H comme consistant en

un vectorial de dimension finie 1{. gur & , une filtracion finie crolssan-
te W de H‘ et une flleration finie décroissante F de HI y los [fil=

trations W F et F &tant opposées, Le théoréme 2.3.5 se géndralise

trivinlement & cette wvariante,
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3. Théorie de Hodge des variétés algébrigues non singulildres,

3.1. Poles logarithmiques et rdsidus,

3.1.1. Rappelons quelques propriétés classiques des "pAles logarithmiques™
des formes différentielles holomorphes. Le lecteur trouvera des démonstra-

tions dans [3 ] 1T 3.1 & 3.7 , par exemple.

3.1.2. Un diviseur Y dans une variécéd analytique complexe lisse X sera

dit 8tre A croisements normaux &1 1'inclusion de Y dans X est localement

isomorphe & 1'inclusion d'une réunion d'hyperplans de coordonnée dons g" :
cecli n'implique pas que Y soit réunlon de diviseurs lisses, Soient Y um
diviseur & ecroisements normaux dang X <t § 1'inclusion de :IilII =X =Y

dans X . On désigne par n; <Y > le sous-0-module localement libre de

i IﬂIHI engendré par HI! et par les :fi pour . dquation locale d"une

i
composante ixr fductible locale de Y . Lo faiscenu rf;:-: Y > des p-formes

différentielles sur X & pble logarithmigque le long de ¥ est par définition

P
de sous-falasceau localesent libre A ﬂh-ﬂ Y>> da J, n;. *

Proposicion 3.1.3. (i) Une section a da j*ﬂ:“ appartiont &

ﬂi:":':‘!' > sl et seulement si & et da présentent au pis desBles simples

le lﬁnﬁ_du divigeur Y

&
(11} Les HE{T > forment le plus petic sous-complexe de J'nH' , Btable

par produit extéricur, contenant ﬂ'l;: , @t contenant la différenticlle loga-

rithmique dfff do toute section locale méromorphe le long de Y de

Ju Gy®
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On appelle ﬂ:_.*ﬂ Y > le complexe de De Rhem logarithmique de X
le long de ¥ . D'aprds 3,1,3(i1), ce complexe est contravariant en le cou-

ple (X,X) .

3.1.4., Llocalement sur X , Y est réunion de diviseurs lisses Et ; b on
désigne par " (resp. ?“] la réunion (resp. la somme disjointe) des inter-
sections n A n des Y, . les ¥" se recollent en un sous-espace ¥

de X , et las T se peollent en la variécé normalisée de ¥ . Ona

¥* = ¥* = X et on pose ¥yl

On définie l'ensemble & doux &lémonts des orientatlons d'un ensem-

n
ble fini &4 n é&léments E comse ftant 1'ensemble des générateurs de A E.E .

Pour n =2 , cet ensemble est celul des classes de conjugaisons sous lo

groupe alterné d'ordres totaux sur E .

51, & chaque point y de ¥ on associe l'ensemble des n  compo-
gantes locales de ¥ qui contlennent 1'imaga dans X d'un voisinage de vy
dans 1" o0 définic sur ¥ un systéme local !ﬂ d'ensemblas &8 n &lé-
ments, Le systéme local des orentations de ces énsembles oSt un torseur sous
#L2) . Ce torseur définic, via 1'inclusion de #2N2) dans l' , un systéme
local complexe de rang 1 ¢ sur T , muni d'un i somorphisme
(e ~.¢ .ona

E

n o~ R! 0 .
Localement sur ¥ i ¢ oot muni de deux isomorphismes opposés
ta:e" >t . On pose
no_ -l -n
¢ ma ()" Z)
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I1 v a lieu de volr " , munil de :; , comme une forme torduc de Z(-n)

sSur "-l'.‘“

On désignera par E;: (resp. par LEX“]E] 1'imapge directe de "

{resp. de t;} par 1'application de Y dans X . On a
n - 0 ._1]
€3.1.4.1) g = Ag {n z 0) .

51 ¥ est une réunion de divisevrs lisses discinces ”i}iEl 4

le ehoix d'un ordre total sur 1 Erivialise les e"

3.1.5. Désignons par Hn{ﬂ:;:'i ¥>) le sous-module de RE{"} formé des

combinalsons lindnires de produics

a A de AR Aﬂtl{n] (m=<n) ,

il
iy L1 (m)

avec @ holomorphe et les tlf.j.'! dquations locales de composantes locales

distinctes ‘fj de Y . On appelle filtration par le poids de I:];;"u' ¥> la

£
filtration croissante par les sous-complexcs Hn{ﬂx <¥>) .0Ona

P q g
(3.1.5.1) Hnm::ra—lhum{nxd?:»}:umm: <Y =) .

Désignant par 1n l'application de V" dans X , on vérifie que

la correspondance

a h%_t“” ! “#t{n‘: — (afY, ., 0 ... ¥i(n) ) ® (orientation
1(1) i(n) 1(1)...4{n) )



T

définit des isomorphismes de complexes
(3.1.5.2) Rés : Cr” (O <Y >) =1 Qga(e®
s : Gr x <Y > i.n'?u e )[-n]

{le "résidu da Poincaré"),

3.1.6. L'interprétacion qul sult, en terme de €3.1.5.2) , da la suite wpec-
-

trale de Loray pour l'inclusion de X dans X |, m'a écé signalée par

H. Katz, Elle permectra de wirifler un point que j"avails tout d'abord consi-

déré comme évident (3.2.5(11), l¥re parcie).

3.1.7. Tout point de¢ X admet un systéme fondamental de voisinages ouverts
de Stein dont la trace sur X soit de Stein. Pour F un [alscesu analytique

*
cohdrent sur X , on a donc Hij‘F =0 pour 1 >0 . Le complexe de
*
De Rham ﬂk* est donc une résolucion du falsceau constant € par des fais-

ceaux acycliques pour le fonctewr j. . Dés lors
#* & L3 . & & - #
(3.1.7.1) H(X,0) —>m (x,0,)<— Hx),0.,)

et la suite spectrale de Leray pour le mworphisme j s'identifie & la suite
-
gpectrale d'hyparcohomologie pour i HI' , correspondant & la filtracion

L ]
T par les sous-complexes 1§-n(1' le__] (1.4.6) .

Proposition 3.1.8. Les morphismes de complexes filtrés

m:-::? e e s m;-:v:r .f}c...L,..{j‘ﬂ;‘.'r}

sont des guasi-isomorphismes fllerés, l_’lu définissent un isomorphisme entre




- B8 =

la sufte spectrale de Leray pour § en cohomologie complexe et la suite

spectrale d'hypercohomologie du complexe filtré l{ﬂ;-: Y =W sur X .

D'aprés 1.4.5 et 3.1.7 , 11 suffit de prouver la premidre asser-
tion. On trouvera dans [ 3] II 6.9 ou dans [1 ] 1la démonstration du fait
qué B st un quasi-isomorphisme, done un quasi-isomorphisme filtré. On
peut aussl calculer dirvectement les falscenux de cohomologic des doux mem=-

"

bres : ceux de I:]x-t Y > sont déterminés par (3.1.5.2) , tandis que ceux de

™
1, HI‘ sont les le* € , quil pouvent ga caleuler par vole topologique.
Pour nZp ,; ona

P P
Wp<y>)ma,<y> ,

de sorte que 4 o5t un morphisme de I:'I;f.'!':r y muni de T , dans n;t ¥>,
muni de la filtration décroissante associée & W (1.1. ) . D'aprids 3.1.5.2,

on a

(3.1.8.1) H'er (@ <Y >)) = (0 pour L#n

on dédult de la premidre ligne de cette formule que @ est un quasi-isomor-

phisme filtré. Ceecl prouve 3.1.3 .
Plapriés 3.1.7 , 1'isomorphisme (3.1.8.1) définit un isomorphisme

i ] =il ]
(3.1.8.2) 5, € = 80, Oy, ) =A<y >) =~ 8

Les isomorphismes 3.1.4.1 correspondant, vie 3.1.8.2, au cup-produit.
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Proposition 3.1.9. Le morphisme canonique de ﬂ"_'r' Z dans F.“j' 4 idon=

n n
eifie, win (3.1.8.8) , le faiscenu RJ, Z 1 (el (2.1.4) .

La question est locale sur X . On pewt donc supposer quea X ast

un pyeylindre ouvert ﬂn ¢ AveD

p={z€e| |z|=1) ,

& -
ot qua Y = Iir s T, ® prilm} . La fibre en 0 de Et"j* X est alore
la eohomologie entidre de :I':‘Il = I:r"":u: I}"'"j'} , Aavec

1:«"’--[“2:|i:|-r:|=|~r:1}+

-
L'espace X a le type d'homotople d'un tore ; sa cohomologle ¢st donc sans

torsion, ot le¢ cup-produit définit des isomorphismos
ot ~ n
AR Z), — @3, 2), .

Il suffit donc de prouver 3.1.9 pour n=1 .

L
L'homologic entidre HI{K ) est engendrée par les lacats Yy

tournant asutour dos divers 1'1 . On a

'f"f,_ dz, = Tamt

la cohomologie entidre est donc engendrée par les Y E!d 2t eecd

prouve 3.1.9 ,
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»

3.1.10. Soit F un fajisceau analytique cohérent sur X , donné comme res-
k]

triceion & X d'un faisceau analytique cohéremt F' sur X .On appelle

image directe méromorphe j: F de F la limite inductive

1y F = lim F'(nY)
—

Localement sur X , Y est somme d"une famille finie “iJiEI

de diviseurs lisses, et on définit la filtration par l'ordre du pOle P sur

ie &1* par la formule

(3.1.10.1) PP G 'E“km“i*” ¥) pour
==

AL " {ta) ey | Inys-p et Yinz0])

Catte construction se globalise et fournit sur j':, H'x* une filtration

exhauetive telle qua PP =0 pour p >0 ,

On appelle filtration par 1'ordra du pdle du comploxe

m n -
e ﬂj;' = i EI‘ & ﬂx la filtration
m -k =k k
(3.1.10.2) PP (g 0y) - PP &) &0,
La filtracion P induit sur le ln-;un:unplem E};ﬂ"f = de
j: I.'.I;' la filtracion b@te par las El._.ml'ﬂ;{ Y ») , filtration encore appe-

lég la filtration de Hndﬂe F

Propogition 3.1.11. Le morphisme d'inclusion

m;-: t> ) —> (40 n:, P)
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eat un quasi-isomorphisme filtré.

Cat énoncd m'a &cé suggéré par [ﬁ-] . Une démonstration figure

dons [ 3] 11 3,12,

3.2, Théorie de Hodge mixte,

Rappelons qu'on entend dordnavant par schéma, un schéma de tyne

gin

fini sur & , ¢t par falsceau sur 5 un faisceau sur

3.2.1. Soit X un schéma lisse et sépard, D'apriés Magata [11] , X est
un ouvert de Zariski d'un schéma complet X ., D'aprds Hironaka [8] , en

peut prendre X lisse, et tel que ¥ = X - X soit un diviseur A croisements

NOTmALK ,

Le lecteur qul voudrait éviter la référence A Nagata pourra suppo-
gar X quasl-projectif., La complétion lisse X peut alors Bere cholsie
prn]acLIVﬂ,lut tella que ¥ solt réuniom de diviseurs lisses. Loraqu'on se
limite & de telles compactifications, on n's besoin de la théoria de Hodge

qua sous la forme standard 2.2.1 .
3.2.2. D'nprds 3.1.7 et 3.1.8, on a
# ] E
H(X,e) = H r:'i.ﬂi-c Y =) .

On définic la filtratiom da Hodge F sur le complexe !.']:;_ﬂ: ¥ > comme Stant
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la filtcation FP = %, PaF las tronqués botes (1.4.5 ) . Sur ﬂ;ﬂ: >,

on dispose donc de deux filtrations : F et W (3.1.5)

3.2.3, Hous surons A utiliser q@lil existe des résolutions bifiltrées
= - p W

I ﬁ_{‘! >=—p K telles que les Err E‘r“ I',:I'Ej} solent des faiscenux acy-
X

cliques pour le fonctewr [

W&, erbory (K)) =0 pour 130 .

Volel deux méthodas pour en construire :
* *
2} On peut prendre pour K la résolution canmonique de Godement C I{'I.'II-E - B
* *
filtrée par les C (W (O <Y >)) ot los E*I!F[ﬂ:ﬂ Y >)) . C'est une réso-

X
lution bifiltréa car € est un foneteur exact,

. »
b) On peut prendre pour K la d"-résolution de 0 <Y > . Soie (F7 1le

X X
falsceau des formes € de type {p.,q) K est alors le complexe simple
associé au complexe double des (F<Y }ﬂuﬂn:q (sous-complexe de j.ﬂ?l :

X X
Ce complexe est filtré par les r’m:n > e ﬂ'}:. at par, les
X X

* -
,H__{'ﬂ <y = e - POUT_ PrOUVEr Jue c'est wne résclrtion bifilerde,
on utilise que le Faisceau 5" des fonccions complexes €” sur ¥ est plat

sur & \coroilalre eu theoreme A- préparatien € do Malgrange) . Les fais-
-
canux G‘rr G-'l.'"IH ) sont fins. car ce¢ sont deos falsceaux de modules sur les

falscanu m@ou B“ v

3.2.4. Avec les notations de 3.2.3, la cohomologle comploxe de X apparalt
—_—
comme la cohomologie du complexe bifiltré [ (X,K ) . On dispose donc de deux

»
suites spectrales aboutissant &4 H (X,€) . Elles s'fcrivent, avec les
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notations da 3,1.4 ,

(3.2.4.0) 20« ¥, Pp] - BTN, W0
X

(3.2.4.2) "1" = F,0f <y > =2 a"(x,0) .
X
la premidre d'entre ¢lles,d la renumérotation "Eplq e E:pﬂt"" pris,

n'est autre que la sulte spectrale de Leray de 1'inclusion |}

Théordme 3,2,5, (1) Sur les termes "EP;I de la sulite spectrale (3.2.4.1),

la ldre filtration directe, 2dme filtration directe et la filtraticn récur-

rente définies par F  cofneldent,

(1) La filtration sur H (X,E) aboutissement de la suite spectrale ue

se déduit d'une filtration W de H“{x,q'.l . WL elle, ni la Filtration F

about iggement de la sulte spectrale FE ne dépendent de la compactification

— -
cholgie X de X ou du choix de K R

(111) Les filtrations W[n] (1.1.2) et F définissont sur HY(X,Z) une

structure de Hodge mixte, fonctorielle en X

D'aprds 3.1.7 , la suite spectrale HE ¢st la suite spectrale de
Lemay pour g (2 une remmérotation pris). Elle se déduit donc par tensori-
sation avec € d'une suite spectrale de @-vectoriel et la premidre asser-
tion (i1) est vraie. La conjugaison complexe agit sur les W i elle peut

#¢ caleuler via 3,1.10 .

Lemme 3.2.6. Les suites spectroles d'hypercohomologie des complexes filtrés

Gr:{ﬂ_ﬁ Y >) , munis de la filtration induite par la filtration de Hodge,
X

dégéndrent au terme E

1 -
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Définissons les ¥Y© ot T° comme en 3.1.4 et soit iﬂ;?“ —_— X .,

D'aprdés 3,1.5.2 , om A

W * .0
cr (0 <Y >) ~ q¥“{t ) [=n]

=l

De plus, la filtracion de Hodge induit la filetracion béce (1.4.5), de sorte

que la suite spectrale 3.2.6 s¢ déduit par translations sur les degrés de la
suite spectrale classique
ERT = H"ﬁ“.n;ﬂ (™) = BT YF", N,

51 X est projectif ot Y réunion de diviseurs lisses, alors
T est projectif, e" est un sygtdme local trivial et la théorie dée Hodge
classique (2,2,1) fournit la dégénérescence 3.2.6 . Pour le cas général, il

faut référer 3 [2 ] (voir (2.2.2) (2.2.3))

La théorie de Hodge fournit encore que la filcration de Hodge eur
Hk[?",s"} est k-opposée A sa comploxa conjuguée (la conjugaison complexe
n

frant définie en terme de € (3.1.4)) . On a ici, compte tenu des transla-

tions sur les degrés :

leeme 3.2.7. La filtration sur

SR, gk oo <y ) = BN, N
oy

aboutissement de la suite spectrale 3.2.6 , est (k+n)-opposée & sa complexe

Com ju i



- 65 -

Lemme 3.2.8. Les différenticlles ﬁl de la sulte spectrale yE Sont stric-

bement nuuga:thlns 4 1a fileration F .

Sur les termes El s 11 n'y a qu'une filtration induite par F

A considérer (1,3,10 ot 1.3.13 (iii)) , ec d est compatible A cotte fill-

1
tration (1.3.13 (1)) . Cette fileration ast 1'aboutissemont de la sulte

spectrale 3.2.6 (1.4.8(i1)) . D'aprds 3.2.7 , la fliche dl

4, : B o<y > — B Fo¥ @<y

soft

(3.2.8.1) 4. : P ) — Ml -l

1

est compatible & des filetrations (k+n)-opposfes & leur complexe conjugude,
Puisque dl commute & la conjugaison complexe, dl respecte la bigradua-
tion (de poids kin ) définie par F et F , ce qui prouve 3.2,.0 . Do

plus, la cohomologic du complexc El gara ancore bigradufe :

lems 1,.2.9. Sur Hﬂﬁ? » la Elltratlon rdcurrente F est  g-opposdée h an

complexe conjugube.

Prouvons par récurrence sur r que

Lemme 3.2.10. Pour r =0 , les différenticlles dr de la suite spectrale

"E sont strictement compatibleed la filcration récurrente F , Pour v = 2 ,

@lleos gont nullas,
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Pour * =0 (resp. r =1 ), on applique 3.2.6 et 1.4.8 (1if)
(cesp. 3.2.8) . Pour r 22 , il suffit de prouver que d. =0 . Par récur-
rence et d'apriés 1,3.16 , on peut supposer que sur les termes 'I.-?En
(s = r+l) , on a ¥, - Fr = Fd' , et que B = H'EE . D'aprés 1.3.13 (1) ,

dr est donc compatible & la filtration I"l_

Sur HEI:I - HEP; s la Eiltration F"l_ ¢8t g-cpposde & sa complowxe

conjuguée. L¢ morphisme

. gMi phr,q-ril
d ‘ gty T '

vérifie done, pour r=1 >0
M) = P4 P
d_(EP dr{;;pﬂ{"zr:n N ET)

r,q=r+l =] r,q=r+l
:Eﬁnﬂ‘: ) NE(ER ) =0

Cecl prouve 3.2.10 , qui, d'aprds 1.3.16 , implique 3.2.5(1) .

D'apréa 1,3.17 , la filtration de EF: induite par la [iltration F de

W
W9 (X,8) est g-opposée A sa complexe conjuguée. Pulsque g = -p +{ptq) ,

cecl prouve la premidrae partie de 3.2.5 (iii) .

3.2.11. Prouvons ({1) et (1i1) , c¢ qui schidvera la démonstration,

L
A. Indépendance du cholx de K

*
Leg filtrations F ot W de H (X,2) =sont les aboutisserents dos

L=
suites spectrales d'hypercohomologic de (1 <Y > pour les filtrations F
X

=
2t W . Ces suites spectrales towt entiBrop ne dépendent pas du cholx de K
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Bi. Fonctorialité,

Bolk fle_’IE

morphisme do compactifications lisses

un morphisme de schémn. Supposons donné un

e =
(3.2.11.1) 11Il by
2 T g
Ay e— !
les Ti. - ii - Ii dtant des diviseurs 3 crolsements pormaux, 1=

& -
morphisme canoniqua (voir 3.1,3) de T < Y dans 0 <Y,> est alors
% %1
un morphisme de complexes Lifiltrés ; sur l'hypercohomologie, il induit un
-
morphisme compatible 8 F et W , et done f : Iial'.'.li.'z.ﬂ:‘r—l- HH{HI,EJI est

un morphisme de structures de Hodge mixtes, pour les structures définies par

les compactifications ii

C. Indépendance de ln compactiflcation,

-
Avec les notations de B , si £ ast un isomorphisme, alors f

ast un msorphisme bijectif de structures de Hodge mixtes, donc un iscmorphis-

me (2.3.5) .

&1 El (14 iz gont doux compactifications lisses de X ; avec

¥, =X, - X, diviseur } croisements normaux, il existe une trolsidme compac-

i i i
tification lisse X , avee Y = X - X diviseur 3 croisements normaux, qui

g'"ingdre dens un disgromme commutatif




A savolr, on prond pour X une résolution des singularicés de 1'adhérence
da 1'image diagonale de X dans ii % iﬁ « L'application identique de

Hn{I,E} muni de la structure de Hodge mixte définie par X, dans H“I{]{,E'}I

1

muni de celle définie par X, est donc composé de deux isomorphismes.

2

Pour achever la démonatration de (ii) et (1i1) , on remarque que

tout morphisme f s'insdre dans un diagromme 3.2.11.1 : on choisit des

—

compactifications i} at i& dia xl (1 1! » puls on prend pour “1 L
- | -
résolution des singularicéds de 1'adhérence de 1'image de 11 dans xlx KE .

Béfinition 3.2.12, La structure de Hodge mixte de la cohomologie 4'une varié-

té algébrique lisse séparée est la structure de Hodge mixte 3.2.5 (1i1)

Corollaire 3.2.13. Awvec les notations pricddentes,

(1) 1la suite spoctrale (3.2.4.1) dépéndre en EE , 1.¢. la suite spectrale
de leray pour 1'inclusion J§ : :l:"-'?-—.l- X dégéndre en E3 (E.j = En}

(11) la suite spectrale (3.2.4.2)

Eil = nIE o< v >) —p w0
X

dégénére en El .
(111) la suite spectrale définie par le faisceau rﬁt Y > , mni de la fil-

tration W :

=, k+n _
™ g - u"{x,-:r:{r{*: Y >))

e
r'-l'lt?n,

n;;“ (") =3 W*E,E< v >)

dégénire en E2 .
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L'assertion (i) est prouvée en 3.2.10 .
Considérons les quatres sultes spectrales de 1.4.12 , relatives au

-
complexe bifiltrd (<Y > , D'aprdés (i) , on a
X

n Psg
d =
E im H (X,€) ﬁqdiﬂ 1.1'51

Les termes Hﬂnih'n sont, pour n fixe, sboutissement d'une suite spectrale

dégbnérée en E, (3.2.6) de termes initimux zf*“*“'“'“ (notations de
1.4.12) 1las termes initiaux de la suite spectrale ({ii{). Puisque Wdl CEE
strictement compatible & la filtration F aboutissement de cette sulte spoc-
trale (3,2.7) et est (1.4,12) 1'aboutissement d'un morphisme entre ces sultes

spoctralas, qui débute par les différenticlles de (1i1), on a

P, oM, k=n & pyn=l,k-n-p Py, k-n-p Pkl k-n-p
Grp(E, ) =H (B"] — B —> E7} )

‘f i iR
et GrF HEE ¢st la somme des termes B2 des sultes spectrales (1i1) .

On a donc

(3,2.132.1) T dim B'(X,8) = £ dim !:T :
n

Par ailleurs, on 2

“ "
EﬂmH{x,lJEEdmrzl

avec dgalité sl et seéulement si la sulte spectrale (i1) dégénkre en I!1 s BE

oa s
Edi-rﬁliﬂdlnﬂz ¥
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avec égalité sl et seulement si les suites spectrales (iii) dégénbrent en

Ez . Comparant avec (3.2.13.1) , on obtientc 3.2.13 .,

Corollaire 3.2.14, Soit w une p-forme différentielle méromorphe sur X =
holomorphe sur X ot présentant au pis des pbles logarithmiques lo long de

Y . Alors, la rescriction m[}r. de w A X ost fermfe, ot si la classe

de cohomologie dans HFIH,I} définie par @ est nulle, ona w= 0

C'est le eas particulier B = EP? 4o 3.2.13 (11) .

Corollaire 3.2.15. (i) 51 X est une varidcé algébrique compléce lisse,

ln_structure de Hodge mixte sur H'(X,®) est la structure de Hodge de

polds n classique.
(11) les nombres de Hodge B'? de la structure de Hodge mixte do H(X,Z)

(X algébrique lisse) ne peuvent Btre non nuls que pour p=n , q%n (14

=0 .

L'assertion (1) eat claire ; pour prouver (ii) , on remsrque que,
pour ¥ réunion de diviseurs lisses, ls structure de Hodge rationnmelle
GEH [anﬂ,ﬁ]] @8t quotient d'un scus-ocbjet d'ume structure de Hodge de poids
k

n+ k , A& savoir

R0 @ g (-k)

3.2.16. Soit X un schéma lizse at sdpard, On salt que X admet des com-
pactifications lisses X ot que le sous-groupe de H (X,Z) imape de

H'(X,Z) est indépendant du cholx de X (cf. [6] 9.1 & 9.4)



A

Corollaire 3.2.17. Sous les hypothises 3.2.16 , 1'imnge de Hnii.i} dans

H"l',]{,!ﬂ ast HnIH"EI,HH W désignant lp filtration par la poids 3.2.12).

On peut supposer gque X - X est un diviseur 3 croiseménts normaux.,
L'assertion résulte alors do ce que Wl nlest 1'sboutissement de lz suite spec-

trale de Leray pour 1'inclusfon § : X=X .,

Corollaire 3.2.18. Soit f wun morphisme d'un schémn propre et lisse Y

dans un schéma lisse X admettant une compactification lisse X .

y fayxelay :

Alors, les groupes H (X,8) et H'(%,8) ont mdoe image dons HO(Y,Q) .

Puisque £ at {jt']'* sont strictement compatible & 1a filtration
par le poids (3,2.5 (111) ), 11 suffit de prouver que G (f) et
Gr“(fijil ont méme Image dans Gt“illnl'.‘f,ﬂ}} . D'aprés 3.2.17 et 3.2.15 ,
Er:{j*'.l @st un isomorphisme, tandis que !::-:E f.'] =0 pour m¥n pulsque

GrE{E“{T,I}J =0 pour m#n

Remarque 3.2.19. D'aprds 3.1.11 et 1.4.5 , sous les hypothdses de 3.2.5 la

filtration de Hodge sur H“{E,E} est 1'aboutissement de 1a suite spectrale
#

d 'hypercohomologie du complexne j:' 0y », munide la fileration par 1'ordre
X

du peole 3.1.10 : ‘cotbe pulto -spicirslo-eolncide gvee 3.2,4.2 .
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&, Applications et complémonts.

4.1. Le¢ théordme de la parctie fixe,

Théordme 4.1.1. Solent 5 un schéma lisse séparé, et f : X —> 5 un mor-

phisme propre et lissae,

(1) En cohomologie rationnella, la suite spectrale de Leray

P = wP(s,R%, @ = Wx,@

dégéndre Egz = E __]

(11) s5¢ X est une compactification non singulidre de X , le morphisme
canonique

H'(X,q) — H(5,8"¢, @)

ast surjectif,

Pour f projectif et lisse, l'assertion (i) est prouvde dans [2 ] .
La démonstration de [2 ] est réécrite de fagon plus lisible dans [5] ; «lle

n'utilise pes la lissicé da 5

Fixons £ , et prouvons que (i) = (i{i) . On se ramdne B supposer
5 connexeé non vide, S1 8 €3 est un podnt de 5 , le syatdése local
Rnf_ @ est entidrement décrit par sa fibre l'.].nf. Q}. an & , @t par 1'ac-

tion du groupe fondemental mm = 111[5,1} sur cette fibre. On a

=] 0 - 0 T
(8,17, @) —> [(%f, @),)
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st X = £'(s) , la flache composée
(s, 1, @ —> (7, @), = H(X_,Q)
eat done imjective. Solent les fliches
AYE, Q) = 1'(x,q) 2> (5,87 €, §) > H“E}:i.ﬂ

Les fléches cb et cba ont mdme image d'aprds 3.2.18, La fléche b est
un "edge-homomorphism™ de la suite spectrale de Leray, done est surjective
par hypothise, Pulaque ¢ o8t injective, b et ba ont mlme image et ba

est surjective,

Cecl prouve (i1) pour f projectif, Déduisons-¢n le cas glénéral,

On ¢ ramine encore & supposer 5 connexe non wvide,

D'aprds le lemme de Chow et la ré&solution des singularicés, il
eéxiste un schéma quasi-projectif et lisse X' ot un morphisee projectif ot
birationnel p : X' —> X . Il existe alors (par Bertini, ou Sard) un ouvert
de Zariski non vide S, de § ctel que X = {Ep]FIISl] solt lisse sur 8, .
Solent enfin X, = I_I{EI} , X une compactification lisse de ¥ ot X'

une compactifiecation lisse de :i qui domine X

E
:

= |
|




e

81 s € 51 » le morphisme 1 : 111[51,:} e 111!',5,:} @st surjectif

car la codimension topologique de 35 - 51 eat 2 . On a donc
HO(s,8 g, @) > 07(5,,R"f,, @

et 11 suffit de prouver que
HX,Q) — 17(5,,R"E,, @)

¢st surjectif,

Laa fliaches verticales du diagromme
X, — ||“u:1,q] —_— H”tsl.n"ll. Q)
l v lp’ ln'
n,= | [P o LI
H Eui,ﬂ} —= H i:l,ﬂ — H l:sl,n Ele @)

admectent pour ioverse A& gauche les morphismea de Gysin ';5,' s Py at Py o

définis par dualicé de Poincaré comme transposés des fléches analogues aux

précédentes en cobomologie A support propra, De plus; le diagramms

i, — H“tsl,ﬂ“f" Q)

b

[ i v [ P
HUE' Q) = HO(5,, K6, @)

est commutatif. La fléche w west done factour direct de la flaéche v ., Cette

dernidre dtant surjective (puisque £}

p ©st projeceif) , il en est de mlme

de wu



Y

Prouvons (1) dans le cas général. On se ramdne A supposer f pure-
ment de dimension relative n ., S5oic £ X f la projection de X :5}[ Bur

5
Soit & 1'image de la classe de cohomologle de la diagonale de

X XxgX dans HY(S,R"(f x £), @) . On a par Kunneth

RU(E x £), @ -2;;‘ ’Pf, @ @ R, Q i

On désignera par hl;ﬂl (ptq=n) les composantes de & dans cette décomposi-

tion, et par ﬁpq des classes dans H' (X xsx.'l d"images les ﬂ;q p

Lis &F'll définissent dana la cacégorie dérivée tl+{$.'p des

homorphismas

5, i Rfy @ —> RE, @

tels que Eq'{bpll soit O pour pd¥ q , et solct 1'idencité pour p = q .

Dlaprés [ ], on a donc dans D (5)
(4.1.1.1) REG = RPE, & [-p] .

et la suite spectrale de Leray dégéndre,

Corollaire 4.1.2. Soit f : X —>» 5 un morphisme propre et lisse de but un

schéma réduit connexe et sdparéd S5 . Soit Ut“f. q}“ le plus grand sous-
systéme local constant de R f, § ,de fibre " (5,R"f, @) . Alors, pour

chaque s €5 , {ItnE' q)‘: est une sous-structure de Hodge de

l'.]i"f. .}' Lis Enl'.lll-,ij » 2t la structure de Hodge induite sur HEES,I“E' )

est indépendanti de =8
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Solent s €5 et x' = E-l{ui .

84 £ est lisse, et si X est une compactification lisse de X
alors d'aprés 4,1,1 , le sous-espace {En!' i}: de {H“E, 11‘ est 1'image

de Hnti,q} + Puisque 1'application de restriction
X , 9 —> H“u:‘. Y]

est un morphismeé de structure de Hodge, son image est une sous-structure de
Hodge et lea structure de Hodge induite sur Hu[S,Euf' @) , quotient de celle

de E"fi}i] , est indépendante de a

Dans le cas général, 4.1.2 sipnifie encore que 81 a est une sec-
tion globale de R“f* € , alors ses composantes de type (p,q) aPq 2 &
priori seulement des sections continues du fibré complexe défini par ll"[‘ T .

sont en fait localement constantes, i.e. dea sections de R"f. t

Tel est le cag; car aP*? g continue, ¢t localement constante

sur l'ouvert de lisdté (dense) de 5 d'apriés ce qui préckde.

4.1.3. Dans le cas o 8 est compact, une généralisation de 4.1,2 est

prouvée par vole analytique dans Griffiths [ 5 ]

Comme corollaires de &.1.2 , citons

4.1.3.1. (Griffichs [5] ) Soit f : X —» § un morphisme propre et liase
comme on &4.1.2 . 51 une section globale & de Itnf' € est de type de Hodge
{p,q) en un point, alors a est de type (p,q) partout. En parcticulier,

8l n=2 et si a est on un point 8 la classe de cohomologie d'un divi-
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sour de Hﬂ s alors a est en tout point la classe de cohomologie d'un

diviseur et, pour 5 lisse, est mPme définie par un diviseur D sur X .,

4.1.3.2, {Grothendieck [ 7] ) Soit 5 un schfma réduit et connexe de type
fini sur € , et sofient l'1 : ?'l — 8 gt E: x ]{2—!— 5 deux schémas abé-

liens sur § . 51 un morphisme u : F.‘I'f!*E —>» R Z provient en un

£
point s de 5 d'un morphisme de variétés abélienncs ';i" :{:Il.'ll‘ —_— {12}- ’
alors u provient d'un (et d'un scul) morphisme de schémas sbé&liens

u !1 — !2

4.1.3.3. (cf. Katz [10] ) Secient 5 un schéma lisse comnexe, s un point
de 5 ; f : X—* 35 un morphisme propre et lisse et P un facteur direct

du systdme local Rl‘f* § . qul soit point par point une sous=structure de

Hodge. Les conditions sulvantes sont équivalentes :
(a) La structure de Hodge de P est localement constante.

(b) La représentation P, de Trll.'ﬂ,l'.l se factorise par un quotient fini de

ﬂIIS,nl :

-
{c) Il existe un revetement &tale fini non vide uw : §' —» § tel que u 7

solt une famille conatante de structures de Hodge.
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4.2, Le théordme da semi-simplicitcé,

4.2.1., Soit 8§ un espace topologique, Une famiDle continue de structures

de Hodge sur S consiste en
a) Un systdme local "E de Z -modules de type fini sur 5

b) Pour tout point 8 € § , une structure de Hodge sur la fibre l:HE ]! i

cettd structure variant continfment avec s

Une famille continue H de scructures de Hodge sur 5 est dice

de poida n si les fibres H (8 € 5) sont de poids n

On définit de mdme une famille continue de Q-structures de Hodge

comme un oystiéme local de @-vectoriels, muni en chaque point d'une

@-structure de Hodge variant contin@ment.

Une polarisation d'une frmille continue H de §-strudures de

Hodge da poids n est un morphisme de systéme local de H'-ﬁ H' dans le
aystiéme local constant {{-n].  qui en chaque point 8 € § définisse une

polarisacion de =I-tl

4,2.2, Supposons 5 connexe, ot soit C une sous-catégorie strictement
pleine de la cacégorie des familles continucs de @-structures de Hodge sur

& ., On aurs & considérer les conditions suiwantes

4.2.2.1. C est stable par facteur direct, par somme directe et par produit

tensoriel ; les fomilles constantes de Tate &{n) (n € ) sont dams C
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4,2,2.2. Toute structure de Hodge homogine (= d'un poids n) dans C est

polarisable,

4,2,2.3, Pour tout HEObL C , il existe un systéme local H:! de

2 -modules libres sur 5 tel que H:'Eﬂ &= H‘ .

4,2.2.4, Pour tout H dans C , le plus grand sous-systdme locel constant

Hf de H est une famille constante de sous-structures de Hodge de H

Lemme 4.2.3, 5i C wérifie les conditions 4.2.2.1 et 4.2.2.2 , alers

(1) C est une sous-catéporic abélicnne semi-simple de la_catégoric abéliennc

des familles continues de §-structures de Hodge sur $

P
EES 3L REOLC , alors son dual H' et les AH sont dans C ; sl

Hy o H, EOb C , nlors HmEHl,HE} €0b C

81 HEOLC et s1 H, est un sous-objet de H , danms la catégo-

1
rie des familles continues de @-structures de Hodge, prouvons que Hl est
facteur direct de H dans cette catégorie, On peut supposer H homogh=e,
§1 § est une forme de polarisation pour H , 1l'orthogonal de H1 pour

¢ est ¢n effet un sous-objet de H supplémentaire de H, . Ceei prouve (i),

51 HEOb C est de poids n , un polarisation de H définit un
isomorphisme entre H* at H® Q(n) . D'aprds (4.2.2.1) , on a donec
H*E Ob C. Pour H quelcongque dans C , si on décompose H en sen composants
homogdnes, on a o=@ IH“.'J' , d"ol encore H‘E ob C . Enfin, R H est

-
facteur direct dans E H et Hm[Hl,HE',I " H, & H!



Soit f : X —» 5 un morphisme propre et lisse de schéma réduits,
Le faisceau Hif* & est alors un systiéme local, et pour 8 €E 5
(Hi[‘ I}! ~ Hi{:f.ﬂi‘.ll est munl d'une @-structure de Hodge. Celle-ci varie

continlment avec B

Péfinicion 4.2.4. Soit 5 wun schima lisse et connexe, Une famille continue

H de @Q-structures de Hodge sur 5% gera dite algébrique s'il existe un

ouvert de Zariskl non vide U de 5 ,; un entier k et un morphisme projec-

tdf et lisse £ : X —+ U tel que H|U soit facteur direct dans Rf ® Q(k) .

Fropesition 4.2.5, (1) catéporie des familles continues algébriques de
- ctures de e sur 5 véfifie les conditions de 4.2.2 .

(i1) Si une famille continue H de structures de Hodge sur § oot telle

que ga restriction B un ouvert de Zariski dense U de 5 soit algébrique,

alore H est algébrique,

[(£1L) EE f: X—>»5 est propre et lisse, alors RE, § est algébrique.

L'assertion (11) est évidente, Prouvons (i) . Soit C, 1'ensemble
des familles continues de strudures de Hodge sur S qui sont de la forme
Ri, & (f projectif et lisse). Alors

a) d'apris la formale de Kunneth
ROE xg), @=RE, Q@ R, @ ,

qﬂ est stable par produit tensoriel ,
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b) l','.':I est stable par somme directe :
R{fugl, Q= Rf, @ @ Rz, §

¢) Les composantes homogdnes de tout H € ﬂﬂ sont polarisables (cf. 2.2.6).

d) Les objets H € qﬂ vérifient 4.2.2.3, puisque
Rf, @ ~ Rf, Z & Q
e¢) Les objets H € Eb virifient 4.2.2.4 , d'aprds 4.1.2 .,

Boit E1 1'énsemble des Facteurs direcks d'objets de ﬂE . Alors,
21 est stable par produit tensoriel, somme directe, facteur direct et wérifie
4.2.2.2 b 4.2.2.4 , De plus, ®Q(-1) est dans E1 , car de la forme HZE. (]
pour £ : I'ls —3 & leo fibré projectif. La catégorie C'! des H & k)

(k € N) wvérifie donc 4,2.2,1 B 4,2,2.4 ,

Pour en dédulre (1), 11 suffic de noter que 81 H est une famille
continue de¢ structures de Hodge, ¢t U wun ouvert de Zarlski dense de 5
alors un sous-objet, une polarisation, ou un réseau entier de H|U se pro-

longent de facon unique & H .

Prouvons (iifi). 51 f : X —» § est projectif ec lisse, il existe

un ouvert de Zariski dense U de 5§ ot un diagramme commutacif
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avec [ projectif et lisse ¢t p birationnel surjectif (appliquer le lemme
de Chow et la résolution des singularités A la fibre générique da [ ) .

L'application de restriction
&
p : (Rf, @)|u —> REL @

est alors une Injection directe de fmmilles continues de structures de Hodge
d'inverse A gauche le morphisme de CGysin Py d'ol 1'algébrafcité de

RE, &

Théordme 4.2.6. Solt 5 un cspace topologique connexe, localement connixe

et localement simplement connexe munil d'un polnt base s , Sodt C une caté-

gorle de familles continues de structures de Hodge sur 5 qui vérific les

conditions 4.2.2 . Alors, si HEOb C , la représentation de ﬂlis,sl sur

1la fibre {H‘}! est seml-simple.

Soit HEOb C . Le systdme local H, définit un systdéme local com-

o
plexe II‘ = !‘ﬂ € . Pour tout syscéme local complexe V sur 5 , on dé=
signe par v le fibré vectoriel complexa qu'il définic, identifié au fais-

ceau de ses sections continues.

Par définition, le groupe 5 (2.1.2) agic sur H: . Un sous-

fibré de !IE sern dit horizontal, ou localement constant s8"il ost déEfini par

un sous-systime local de “E .

Lemme &4.2.7. Soit V un sous-systime local de rang un de He - Supposons

qu'une puissance tensoriells U@n {nzl) de V solt un systime local triual
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i.e. que HI{S,E.'I agisse sur V_  via un groupe finl (nécassairement cyclique).
Alors, pour € EE - l:'l.f: o8t encore localement constant.

Pour que ev®  soit localement constant, 1l suffit que

(t '.I'E,‘.I'ﬂ"- . "-r:'ﬂ'

n
"ce Il= le poit. Or, l.'lg-n ¢st engendré par une sectlon
globale horizemtale v , ot par hypothdsa € v est encore horizontal

{#liiz‘ﬁj L

Procédons par récurrence sur dm{“ﬂ’s . On peut supposar H  ho-
mogéne non nul, Scit d la dimension minimale des sous-systiémes locaux
complexes non nuls de Ht . La poome W dé tous les sous-systimes locaux
de Hy de dimension d (automatiquement simples) est "définic sur § ",
f.e. est de la forme H‘ﬂ! pour H‘ sous-gyEtdme local de “q . Par cong-
truction, W‘ ¢8t un nltﬂ,u]@dulu gomi-simple complexa, done {"lja

cst un ﬂll',.'i,ﬂ}umduln semi-simple sur § .

Soit “:z un systdme local da ZE -modules libres tels que
Hm'ﬂ!-_-'[vl‘ ; et solt HE* HEI'H.:!q . 5L W est de dimension < , le sys-
a
tiéme local (A HJE'E est trivial. En offer,

L Ll
ANZAN,®E .

i
et m,(5,8) ne peut agir sur (AW, )  que par £ |

S8oit V un sous-systiéme local complexe de dimension d de I-Ilt ¥
et soit V' un supplfmentaire de V dons W (semi-simplicité de W ) .

On n

AW =AY @A W
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d o-d d e=d
Appliquons 4.2.7 au sous-systdme local AV @ AV' de A HEO A H‘ . On

trouve que pour t €5 ,
d =d g d " e=d d o=d
tlAVEA ¥') =ACVE AtV'ScCA Ht & A “t

d d
est localement constant. Diés lors, At v' cA Ht et tV° C Ht sont loca-

lement constants.

Par définitlon de W ,ona e VcW : W ast stable par 5 ,
et H‘ est uneé sous-structure de Hodge de H . 51 § est une polarisation
de H , H est dits lors somme dirécte de W et de son orthogonal, tous

deux dans C , &t on conclut par récurrence,

Corollaire 4.2.8. 5Sous les hypothbses do §.2.6

(1) L'algdbre A des endomorphismes du systime local El‘ est semi-simple,

Elle admet une (et une seule) Q-structure de Hodge telle que én chaque

point & , A®@ H, — H: solt un morphisme de structure de Hodge,

(11) Le centre de A est de type (o,0) et la loi de composition

t A®@A— A o8t un morphisme dé structures de Hodge,

(111) Soit W wun sous-systdme local complexe de dimension e de H'

(a) Pour t €5 , ¢t wc Hy est localement conatant ¢t défini un sous-

systdme local t W isomorphe & W

L]
(b) Une puissance (A H}ﬁn {n 2 1) du systdme local ﬁh‘ est un sys-

téme local trivial.

L'algtbre A eost le commutant de n]{s,ﬂ dans lHllﬂ . 5a semi-

simplicité résulte donc de 4.2.6 ot de Bourb. Alg Ch 8 §5 n*2 prop.4 . Par
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ailleurs, A o8t la fibre du plus grand sous-systdéme local constant de
Hmilit,ll‘} . Puisque Hom{H,H) € C (4.2.3(i1)), l'existence de la structure
de Hodge (1) résulte de 1'hypothdse 4.2.2.4 , I1 est clair que la loi de
composition est un morphisme de structures de Hodge, 11 en résulte gque le cen-
tre Z de A @St une sOus-structure de Hodge : It est bigradué, cosme
intersection des noyaux des morphismes bihomogines [x, ] pour x bihomo-
géne, Emnfin, 2 , donc EI ast semi-gimpla, et,pousr (p,q) ¢ (o,0) , AR

est nmul car nilpotent.

Un sous-systdme local complexe W de H' est définil par unm projec-
teur = de At . Pour t€ES , ¢ W° est défint par le projecteur t.e
donc est localement constant. Pulsque le groupe 5 est connexe, pour vérifier
que t W ést isomorphe &4 W, 1l suffic da vérifier que pour t dons un
volsinage assez petic de 1 , le l[ﬂliﬁ.l}]-ﬂdula t W est isomorphe 3
H‘ . Soiant Hi les composantes {sotyplques du I[nliﬂ,u)]_--mdule {Hﬂ.'la
On a W= &M Nu)d et

EN =@t nn)
De plus, pour t assez proche de 1 IHH est proche de W_ dans

la grassmannienne, ot done

(4.2.8.1) &im{tﬁ'lﬁ Ill'.l < :limf.t-ilﬂl'i H,}

BN feir,ploque dim(c H‘] = dm{ul',l , on & &galicé dons &4.2.8.1 . Les diverses

composantes lsotypiques de H. et € Ha ont done respectivement m@=e longueur,

et W est lsomorphe A E W
- L]

Prouvons (11{)(b). 11 suffit do traiter le cas of H ost homogdne

et oh H‘ a8t ttﬂliﬁ,llldundule simple. Soit Hl la composante isotyplque
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de {H:}' qui contient H- . D'aprias (a) , Hl ast stable par 5 . 51

H- eat de dimonsion d et Hl de lomgueur k , on a

kd d
A Hl s LA ul}ak

comme lEﬂlis.l}]-mdule . 81 x est le caractive de 7 (5,s) défini par
d kd
AW, le caractiére % définl par A I-l1 est donc x? . Soir
2
sous-structure de Hodge réelle de {ng‘ . Toute forme de polarisation sur

HI = {Hl +'i13 . Puisque H, est stable par S8 |, H, eost défini par une

H induit donc sur HE une forme bilinéaire non dégénérée invariante par
ﬂils,a} + B diniﬁz} = ¢ , la représentation tﬁ Hzfﬂl de ﬂl{s,:} o8t
done triviala, D&z lors
a) pour Hl réel : 3?“ est trivial

2k

b) pour H, mnon réel (HH ) = ™. 5 est trivial.

Dans les deux cas, on a |y|= 1 .

La représentation de 7 1[5,:] BUT [“E}: provient par extension
des scalalres d'une représentation définie sur § (savoir {H‘IHJ . Lus re-
présentations conjuguées de W flgurent donc dans (HE}H ; ¢b pour tout

automorphisme o0 de € |, on g
fot) = 1

Pour ¥ E*1]{5,u} » %({¥) est un nombre algébrique dont tous las
conjugués .complexes sont de wvaleur absolue 1 1.e, une raclne de 1'unicé,
Pulsque TTI{S.n] est un groupe de type fini, il existe M Etel que HF =1 ,

ce qui prouve (b) .
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Corollaire 4.2.9. Soit 5 un schéma lisse, connexe et afparf, suni d'un

point base s €8 . Solent f : X—> 8 un sorphisme de schémas tel que

R"f* @ scit un systime local sur 5 , G 1'adhfrence de Zariski de 1'ima-

ge de rrlis,ﬂ dans m:tiiﬂ"f, ﬂ:lnl et ¢ 1la composante neutre do G

Alors

(a) a1 [ est propre et lisse, ¢° est semi-simple ;

(b) en général, 6" n'admet oucun quotient de type multiplicatif (i.e., le

radical de G~ est unipotent).

Prouvons {a). Quitte A remplacer § par un revitement étale fini,
on se ramine au cas o0 G = G~ . Par (4.2.5(111)), le systdme local H“f' L]
est sous-jecent & une famille algébrique H de structures de Hodge, donc est
jusciciable de 4.2.8. (4.2.5(4) ). Le groupe € est réductif, car 11 ad-
met une représentation semi-simple fidéle (& savolr I{Ir."t* -l:]l] . 51 ©
(supposé connexe) n'était pas semi-simple, il admettrait une représentation
complexe non triviale p de rang un ; puisque Hu est fidéle, p serait
facteur direct dans ((H + H*‘}f' }! pour un m . Ceci contredic 4.2.8(111)
{(b) , car (H + I-I‘}'s'"' est algébrique ¢t gu'aucune puissance tensorielle de

p n'est triviale.

Solt 1 un groupeé, ¢t considérons la propriétd suivante d'une re-
présentation p de 1 dans un vectoriel complexe V de dimension finie.
(*) La composante neutre 6" de 1'adhérence de Zariski © de p{m) dons

A(V) n'adwet aucun quotient de type multiplicaclif,
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Lemme &.2.10, Soit O — V' — V —2 V" —= 0 une suite exacte de repré-

sentations du type précédent, Alors, V wérifie (*) si (er sculement si) V'

ec V"' wérifient (%} ,

Sofent G , G' et G" les groupes définis par V , V' er V"

Comme W , G laisse V' sctable, d'od un morphisme
u= (u',u"): G—=G'x " ,

' at u" solent surjectifa. Soit N 1la

de noyau unipotent, ¢t =l que wu
compogante noutre du noysu de u" . Pulsque u' est surjectif, u'(N) est
distingué dans G' , et n'admet donc aucun quotient de type mulciplicatif,
SL ¥ est un caractdre de G , ¥ s¢ factorise par u(5”) , s'annulle

sur N , une pulseance de % se factorise par gn® s 2t Y est trivial,

Prouvons 4.2.9 (b) par dévissage 2t par récurrence sur la dimension

relative de f . On peut supposer X réduir,

Supposans tout d'abord X quasi-projectif. I1 existe alora un ou-
vert non vide U de 5 , un ouvert densa X' de Hu - fﬂliu} limge sur U ,
et une compactification X' de X' auv-dessus de U s propre et lisse sur

U . On peut choisir X' tel qu'un ouvert X' de X' contienne X' et soit

propre Sur Ru
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On dispose de suites exnctes longues de falscenux

—:-n"Eu ﬂ,'ﬂ —— nlfuq e Rifﬂ. (o/1,8) —>
# # # :

—> B (5,0 — R e — 8 W),0 —

i

— &'y — R — BT, (k0 —

Pour U assez petit, ces Falsceeux sont des systémes locaux et

L] #
1'hypothdse de récurrence s'appligue & R Eu [!fl!l] , & R E:[Efjl'} s ot
-

i H‘T;{ka!ﬂ] . D'apréds (a) , la condition (*) est vérifiéde par H‘f; 0 .
D'aprds 4.2.10 , e¢lle est dis lors vérifide par nif? @ , 2t par le systime
local dual H‘[: & (dualité de Polncard) , D'aprds 4.2.10 , la condition

(*) est vérifife par a'f:[JTq-:l s lsomorphz A ﬂﬁ{u,“ﬂ“ ear p est pro-

L
pre , ainsi que par R fu @ . Pulsque l¢ morphisme 1[1[UJ w—inlts} est
®

surjectlf, HLE, b wvérific 4.2.9 (b) .

Pour passer du cas f quesi-projectif au cas général, i1 suffic
d'utiliser la suite spectrale de Leray pour un recouvrement U de X par

des ouverts quasi-projectifs,
* -

et 4.2.10



4.3, Complément & [ 2]

Dans [2 ] 5.4 (footnote), |"affirme sans démonstration que

Froposition 4.3,1, Soit X un schéon propre et lisse sur € . 51 une forme

¢ sur X vérifie d'a=d"a =0 et est cohomologue A zéro, alcrs 11 existe

g tel que a=d'd"g .

Voicli la démonstration. Comma én loc.cit., on se ramdne nu ces ob
@ ost bihomogdne, d'un bidegré (p,q) . Puisque la suite spectrale du com-
plexe doubla Hﬂ{ﬂ,ﬂpq} dégéndre, 1la différentielle extéricure d est stric-
tement compatible & la filtration par le premier degrd p (1.3.2) . Si
a~0 , 1]l existe donc une forme Bl tells que dﬂ] = o @t que les compo-
santos E-li"h:III do Bl solent nulles pour p' <p .
Par conjugaison complexe, il existe de odpe Bz tel que daz =3 et que

T LI
Fd ;- i 2 bt

Soit ¥ une forme vérifiant d'y = d"y = 0 dons la classe de caho-
wologie de f,- B, (loc.elt.) . Soit Yy (resp. Yy ) la somme dos compo-
santes de y de type (p'q') pour p'zp (resp. q'z q) . Posant
ﬂi = ﬂl- Y, et Ei = Ez+ Y, » On & encore dﬂi = dﬂi = g ; de plos,

ﬂi- Elz' - E-l - E-z - ¥ est cohomologue A zéro : 11 existe & tel que
i '-
db ﬁ] ﬂi .

Solent El la somme des composantes de type (p',q") de & avec p'<p-1 ,

4, la somme des composantes pour lesquelles q'> q-1 et B la composante

2
de type (p-1,9-1) ,
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By = dbz + d"g at

a = dp} = ddb, + Ad"@ = d'd"p



4.4, Homomorphismes de schémns ab&liens.

On se propeose de montrer comment, dans quelques cas, on peut débar-s-

ser &,1.3,2 de 1'hypotheése d'algébratcité en un point.

%.4.1, Pour £ : X —» 5 un morphisme propre et lisse, on désignera par
R fy Z le systime local sur " de 1'homologle des Flbres de £ . En
chaque point 8 € § , EF..iI' Z) - I-Iifll,ﬂ} est muni d'une structure de
Hodge de polds -1 ; duale de la structure de Hodge de Hlfx..zal . Catte

structure varle continlment avee 5 €5 .

4.8,2, B1L [ X—> 5 est un schéma abédlien, l"exponentielle dé&finit une

suite expcte de falscenux sur 5“"

0—Rf, Z —>Lic (X} —» X —>0 "

1

et la filcration de Hodge est la sulte exsocte courte

0 — Ker () —> R, f, Z® 6 —> Lie (X) —> 0

1

Il esat connu que

Rappel 4.4.3. Solt S un schiémn lisse de type fini sur € . La construction

4.4.2 drablit une équivalence de cotdgoric entre

a) 1n catégorie des schémas sbéliens sur 5

b) la catégorie des familles continues polarisables de structures de Hodge
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H de type (-1,0) + (0,-1) sur § , telles que A, solt sans torsion

@t que la filtration de Hodge varie holomorphiquement sur 5

La surjectivité cssentielle du foncteur al) == b) résulre de
Borel [ ] ; la pleine fidélité résulte que ce que, pour Il (i1 Iz deux
schémns pbéliens sur 5 , S-schéme HumE{HI,HEJ ¢at non ramifié sur §

donc a mPmes sections algébriques ou holomorphes.

4.46.4, Solent Z un corps commutatif, H une alglbre centrale simple sur
Z et * un antisutomorphisme Z-linfaire de H . Aprds extension des sca-
laires, on a H = End(V) pour V un vectoriel sur Z et * est alors ln
transposition par rapport & une forme bilinéaire unique & un facteur pris =
sur V . Supposcns que ®* soit involutif, les formes &(X,¥Y) et #(Y,X)
sont alors proporticnnelles : #(X,¥Y) = & #(¥,X) , avec 3“e1 .on pose

€p=A .51 [H:Z]= a’ , ona
Tr(* : H—>H) = ¢_.d .

Tout automorphisme Z-=lindaive C© de H est incéricur :

1 2

Cx=cxc .85 C est involutif ot commute A # , los éléments c- ot

: 3
€ ¢ sont centraux, de sorte que c® = )L ¢ avec A central. Puisque
cHt wm ¢ . Ona 11 = 1 . On pose €. " ko,

On vérifie aisément que 1"inwolution C© o & vérifie

e on™ Cae Gy .



Rappel 4.4.5. BSolent X wune varlécé abélienne simple sur un corps K et H

le corps Endxlfl]ﬂ @ . Toute polarisation de X définit une involution posi-

tiva ®* do H :

Trih h*}‘.a-u gi hdo0

i Z, est le sous-corps invariant par #* du centre Z de H , z, est

done totalement réel et on est dans 1'un das cas sulvants

(a) 2= Z, » pour toute place réelle p de Z , H-E'DP. est _une algibre

—

de matrices sur R , et €, =

(b) z= Z, » pour toute place réelle p de 2 , H ﬁnp R est une algdbre

de matrices sur H , et B =a]

(e} Z est une extension quadratique totzlement imaginaire de z

G.4.6, Solent f1 g 11 —» § deux schémas abéliens sur un schéma lisse S .

Le groupe abélien libre
Hom(R, f, Z ,R £, Z) =T (5,Hon(R £, Z B, £, %))

est alors muni d'une structure de Hodge de poids O (4.2.8) . De plus,
d'aprés (2.1.11.1) et (4.4.3) , le groupe Hnnsili Xy) est

la composante de type (o,0) de ce groupe.

4.4.7. Soit § wun schéma lisse connexa non vide de point générique n ot
soit f : X —» 5 un schémn abélien sur 5§ . Le cantre 2 de H = End{ﬂ:lf*R'.'

est alors de type (o,0) (4.2.8) , donc contenu dans End (X) = mk(ﬂ}mq} .
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Ine polarisation de X définic une ilnvolution * de H . La
reatriction de celle-ci A Endsﬂ'.] est positive, de sorte que Z est pro-
duit de corps totslement réols ou extensions quadratiques Imaginaires de corps

tocalement réels.

Désignons par C les actions de 1 € S(R) sur HF. =H@ R et

sur les I.'Illf*l:ls » pour @& ES5 , Sur H'R" Ez'll"t C omsute A

* . sur {HIE* R ct=.1 .5 § est la forme alternde sur R, f, & ,

8 valeurs entidres, dédultc de la polarisction de X , on o
= r
¥(hx,Cy) = §{x,h Cy) = §(x,c.c(h ). ¥)

On en déduit que

(4.4.7.1) Tr(h.C(h')) >0  pour h¥ 0

4. 4.8, Bupposong maintenant que I"I. gsolt simple, de sorte que Z soit un

corps. So0it p : Z—= € wun plongement complexe, L'algdbre

“p = H 'E': D:

est alors une algktbre de matrices ¢t un facteur direct bigradud dans

1:-It = H ﬂ'l.l « Cholislssons un Lsomorphisme

(4.4.8.1) Hy ~ End (V)

Du felt que les générateurs Infinltésimuxde § agissent sur Hp par des

dérivations, nécessairement intérieures, on dédult que "F' admet une bigra-

duation, unique & translation pris; telle gue &.4.8.]1 solt un lsomorphiese



bigradué, Soit {le' t}p le systdme loecal bigradud

(Rify €) Spop € ;

facceur direct de PLIE. € . Désignons par Tp le systdéma local

Tp = Hnnﬂpi'l.*p W(R £y :Jp} .

(4.4.8.2) Vo8 T,—> (R, 8)

(isomorphisma bigradué). Pulsque EHIE* €)_  est du type (-1,0) +(0,-1) ,

p
une des conditions sulvantes est vérifide @

(a) ?p 2ot bihomogine

(b) 'rp est bihomogine |

Il ast clair que la condition a) (resp.b)) est simultandment viri-
fiée pour p et pour p . Si la condition a) est wérifide en chague place,
alors H eot de type (o,0) . 81 1a condition b) est vérifife en chaque place,

alors la structure de Hodge sur RIE' fh est localément oonstanta.

4.4.9. Supposons maintenant que Z soit totalement réel. Pour chaque plon-
gement réal ¢ de I, on posera Eﬂ.ﬁ = 4] 51 H Ehlmiﬁ e8t une algibre
do matrices ot Lﬂ-'fl'i = -1 sinon. S5i un plogpgepsat-aormlexe p induit un

plongement réel o , on pose .;_Hp & tﬁn



- 97 -

Soit p: Z—» € , se factorisent par o : Z—» R . La conjugai-
son complexe Bur HP est induite par un nutomorphisme antilinéaire ul .
di "p unique & un facteur scalalre réel prés, de carré scalalre. Pulsque ul

commute A ﬂ% . ui est réel et, normalisant O; s On peut Supposar que

ot = 1

] . On & alora

(4.4.9.1) a} -4,

L'automorphisme de conjugnison complexe sur
(Rif, €)= (R)F, © 8,  BI3 ¢
est 'tompatible" A 4.4.8.2 ot peut s'fcrire
g = ulﬂ :.r2 .
Pulsque ﬁzi 1 , on a par 4.4.9.1

(4.4.9,2) 0: = u§ -

1 Hp 5

Soic # une forme de polarisaticn sur RII. Z , Cette forme ost

nicessairement du type

= Tr, . (§)

z/q

pour § forma Z-bilinéaire alternfa sur HIE' o .

Jolc tp la forme induite sur ?#@t T.I:I . Lo forme alternée ":p

e¢st Invarisnte par nlts,-} . Pulsque Tp est Lfrréductible, on peut 1'éerire

(6.4.9.3) = .np ® B -



oavet A sur W at B sur T invarianm par 1. (5,8)
P p ! p p .

Puisque Tp est irréductible, B_ est symétrigque ou alterné.

P
Pulsque tp est alterné, hn est alors alternd ou symitrique. Pulsque les
Tp sont conjugufs entre eux, qu'on woit dans l'un ou 1'sutre cas ne dépend

pog de @ . On pose

G, 4,.9.4 - .

{ 9.4) hF(K,T} By AP{I x)

(4.4.9.5) L = .
HPIK Y) ET le? X)

On a done

(4.4,.9,6) E\'ET = =]

et 11 est clalr sur &.4.4 que pour * 1'involution de H dé&duite de |

(4.4.9.7) € =

Dans le cas 4.4.8 (a) (resp.(b)) normalisons las bigraduntions do
BOrLE qui ?F (resp. TP] goit de bidegré (o,0) . On a alors pour x,¥ non

fuls dans vp et T '

P
cas (a) Api:,ul x) Bp {y,cuz ¥yl >0
cas (b) ﬁptu.ﬂulu] Bp (y, o, ) >0

Normalisant Ap et Bp (dont soul le produit temsoriel est donnd),

on peul SupposSer que
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cas (a) ﬁp{:ﬂ:,:rln] - et Bpiy.ﬂdzr] =0
cas (b) nph:,{:n:ll'.-th 0 et Bp{}r,cz ¥) >0
De plus, Ap 14 BF ; tout comms & , sont invariants par

le spous-tore compact Ker(N) de 5§ , et en particulier par C ., On a dans

le eas (a)

uﬂawxuuﬂ £, 'j-;p"‘ph"’lﬂ ;

d'od t‘v'zﬂp-l . D& mbme, dans le cas (b), on trouve que r.T.aHn-l

Leome 4.4.10, Pour Er = 'r'llp » on_est dens le cas (b) ; pour € = = al ;

on est dans le cas (a).

Proposition 4.4.11, Sofent § wun Schéma lisse connexe non vide, deé point

générique n , [ : X—> 5 un schéma abélieén sur 5§ , H= Endl’,lei 8

et Z 1le centre de H . On suppose que

(a) X, est simple sur kin)

(b} ¥ ne devient constant sur aucun revhtement findl de 5

{e) Une des conditions sulvantes est vérifide (el.&4.4.5)

le;) 2 est quadratique imaginaire

{:!‘.II Z aost totalement réel, et pour chaque plongement réel ¢ : Z—> R ,

H ﬁzl':l:‘ B a8t une algbbre de matrices sur B

tcj} Z eat totalement réel, et pour chaqua plongement réel o : 2 —> R ,

H EZ, B &8t und nlﬁibm de matrices sur H O,

On a alors
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End (X) — End (R f, Z)

Montrone qu'on est dans le cas 4.4.B (a), ou 4.4.8 (b) pour toutes
les places de Z simultanément. C'est clair (4.4.8) sous 1'hypothise {cl} -
et résulte de 4.4.10 sous les hypothéses ftzl ou lnji » €4r non seulement

B‘I.' , mals encore EHF est alors indépendant de p

La condition (4.4.8) (b) ne peut pas Btre vérifiéde en chague place
de 2 , car la structure de Hodge serait alors localement constante, ce qui
d'aprés (4.1.3.3) et (4.4,3) viole (b). La condition (a) est donc vérifiée
e¢n chaque place de Z , de sorte que H est de type (o,0) (4.4,8).

Compte tenu de 4.4.3 |, ceci achdve la démonstracion.

Proposition 4.4.12. Soit f : X —» 5 un schéma abélien sur un schémn lisse

5 . Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) Pour tout schéma abélien g : ¥Y—> 5 , on a

Hnnsti,'!} — Hﬂsiﬂ.lf, Z ., Ryky Z)

€iL) La condition (i) est vérifide pour X =~ ¥ , et le centre Z de

Em[sf,l'.l @8 n'admet sucune place complexs p : Z —» € telle que le Facteour

direct le. [ ] Ei 5 g de RII* € soit purement de type de Hodge (-1,0) .
]

On se raméne A supposer que 5 eat connexe non vide, de point gé-
nérique 1 , et que !“ est une varlété abélienne simple sur kin) . 51
(1) ou (1) est vérifié, D = End{Hﬂ} @ § est alors un corps, et, pour

s EE . {le‘ I}n est une représentation irréductible de ¥ 1{5,3} 2
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Pour prouver que (ii) = (i) , on peut supposer '!'rl simple, et
ERI:. ﬂl' isotypique de Lype lﬂlf. H‘ . On a alors un isomorphisme de

familles continues de @Q-structures de Hodge (D é&tant de type (o,0))

Ona DO®E_Mn(Z@E) .5 e ED®E se trancforme par un tel
isomorphisme en 1'idempotent €,y » On & encore un isomorphisme de rectoriels

bigraduds

tnig, t}. = I:nlf. '”:“:93: n(ummli. C.R; g, g)) .

i la condition (ii) est vérifiés, et =i e{'!l-mnf,ﬂ'.lf_. E,ng* t))
n'est pas purement de type f{o,0) , alors ”'-15'-' tJ. ne pourralt pas 2tre
purement de type (-1,0) + (o,=1) , ce qui est absurde, On en déduit gue
!lﬂuiﬂlf' E,Rlﬂ. Z)} est purement de typa (0,0} , et (i) en résulte par

{6.4.3) et (2.1.11.1).

Soit Z une extension quadratique totalement imaginaire d'un corps
de nombres totalement réel Z° . 51 Z@R = €C .., &¢C , on définit
une actlion par homothéties de § sur Z@ R en envoyant s € S(E)Z '
sur [sz. HI:.'I'I,I,HJ} . Le couple form# de Z et de cette acclon de S
sur Z @ B est une structure de Hodge polarisable zp de type

(-1,1) + (o,0) + {1,-1) , qui dépuend do Z et de la placa choisia

p:E&—=8g .

Soit X un schéma abélien sur 5 , tel que H‘I'I, solt simple, 5i

le centre Z de End(R,f, @) n'est pas totalement réel, il est extension
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quadratique totalement imaginaire d'un corps de nombre totalement réel, 5i
la seconda hypothdse de (11) est violée, le facteur direct H;lf' -] @z I.p de
la famille continue de structures de Hodge polarisable le' ] @t ap e8t pu-

rement de type (-1,0) + (o0,-1) .

D'aprés 4.4.3 , le choix d'un réseau entier dans “1,5* ] Elz Zp
définit un schéma abélien g : Y—> 5 , et Hnn{ltlf* "RI.E" @) n'est pas

purement da type (o0,0) , ce qui viole (i) .

Corollaire 4.4.1]. Solent S5 un schéma lisse connexe de point générique T

et £ : X—>» 5 un schéma abélien sur 5 de dimension relative g <3 , On

suppose que sur aucun revdtement &tale finl de 5 , X n'admet de sous-

schéma abélien constant. Alors, pour tout schéma abdlien g : ¥ —» 85 , on a

Hom(X,¥) — Hom(R,f, Z ,R8, Z)

Hom(Y,X) —> Hom(Ry gy Z R fy Z)

Par dualité, on se raméne & ne prouver que la premidre assertion, On
s¢ ramine aussi A supposer :ﬂ slmple, Vérifions que X wérifie 1'une das

conditlons (c) de &4.4&4.11 .

Posons H = Htih} . D étant un corps gauche de rang t-2 sur son
centre 2 , que l'on sait 8tre trialement rvéel ou totalement fmaginafire.

Posant a = [Z:§] , on a

(4.6.13.1) abic |26
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1} 81 Z est totalement imaginaire, et non quadratique imaginaire, on doit
avolr a=32g=4& , Pour s €5 , le commutant de Z aglssant sur {Itll‘.!}-
est alors commutatif, de sorte que l'action de 'I'l'li.'E.l:! est abélicenne, donc
se factorise par un groupe fini (4.2.8 (1i1) (b) ou 4.2.9). Cecl ast absurde
(4.1.3.3 et 4.4.3) .

Avec les notations de 4.4.8 , on pourrait aussi noter que les TF sont alors
de rang un, de sorte que la condition &.4.8 (b) est vérifiée en chaque place

¢t queé la structure de Hodge est localement constante,

2) 51 Z aest totslement réel et 8l les conditions [nl.'l ek Er_zl sont violées,

alors a 22 et bx2 , ce qul est absurde.

Wériflone qua X wérifile les condiclons de &4.4.12 . 51 2 est
quadratique imaginaire, et 8'il existe p : 2 —> @ el que RIE‘ 'I'E'z 0 4
i
solt purement de type de Hodge (-1,0) , alors la structure de Hodge de

RIE* % est localement constante, ce qul est absurde. Ceci prouve &.4.13 .

G.4.14, Soit f : X —» 5 un schéma abélien polarisé d¢ dimension g sur

une base lisse et conmnexe 8§ . 51 s €5 , le groupe fondamental HIIS,J}

lE'E én 8 . La polarisatiom de X

agit sur la fibre HIEI‘,EJ de R
définit une forme alternée sur HIEI.,EI s & valeurs dans Z (-1) , non
dégénérée sur § , et l'action de rrllls.l} se fait en respectant cette for-

me, Soit 1'hypothise

(4.6.14.1) Le morphisme défini par X de 5 dans 1'une des composantes irré-
ductibles du schéma de modules de variéctés abéliennes polarisées correspon-

dant est un morphisme dominant.
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Le résultant suivant m'a &té suggdré par J.P. Serre,

Corollaire &4.4.15., Solent 5§ wun schéma lisse commexe ot § @ X — § un

schéma abélien polarisé sur 5 qui wérifie (4.4,14.1) . Alors, pour tout
gchéma abflien g : Y—» 5 , on a

Hom(¥%,¥) — Hom(R, £, Z ,R,8, &)

1

Solt s €ES5 . D'mpriés 4.46.11 et 4.4.12 , il suffic de montrer que
la représentation de nlis,l} sur ':le. l}. est absolument frréductible,

de sorte que H=§ ., C'est ce qui résulte du lemme sulvant

Lemme 4.4,15., 51 X wvérifie (4.4.14.1) , alors 1'image de 'I'rli.'E,,a'.! dang le

1
groupe des autemorphismes symplectiques de H {x‘,g] egt d'indica find,

Solt n un entler, Quitte k remplacer 5 par un revdtement étale
surjectif, défini par un sous-groupe d'indice fini de nllts,ﬂ ; on peut sup-
poser que le systdme local n: = Kar (n 1d : X — X) est trivial sur §
Remplagant X par un schéma abélien isogine, on se raméne ensuite et de plus

A& supposer X polarisé de la série principale, Supposons n 23

Le schéma abélien X définit alors un morphisme dominant = do 5
dans le¢ schéma de module "de Jacdsi® M des schémas abéliens polarisés de
la série principale sunis d'un isomorphisme symplectique entre nH et l[E.u’n}zs:
de plus, X ost image réciproque par = du schéma ab&lien universel sur Hn
On sait qua ﬂl[H“,:r.[l]] s'envole isomorphiquement sur le sous-groupe do
Epft{l{ll,:ﬂ:ﬁ noyau de 1'application de réduction mod n . Il reste done &

wlrlifler que 3
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Lemme 4.4.17. Soit p : §—» M un morphisme dominant d¢ schémas lisses

connexes, Le sous-groupe p{ﬂi{ﬁ.l}} de “i{H'{‘]] est elors d'indice fini,

Soit t un point fermé de la fibre générique de p , et soit T'
gon adhérence dane 5§ . Il existc un ouvert de Zarleki dense U de H gzl

que T = p'ltu} NT' solt un revitement étale de U .,

On ne restreint pas la généralicd en prensnt 8 €T . Dons le

diagrammna
m(T,8) — m(5,s)

31 1.:

nitu,pfl}}i-i-ﬂiiﬂ.p{lll

la fliche a a une image d'indice fini, ear T est un revitement fini écale,
et 1la fléche b a8t surjective, car H-U ast de codimension récelle = 2,

La fléche ¢ a donc une image d'indice Eini,
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