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COURBES ELLIPTIQUES : FORMULAIRE

d'aprds J. Tate
mis au gout du jour par P. Deligne

1s Formules gén e,
Dans ce formulaire, on appellera courbe de genre 1 sur un achdma

de base S un morphisme propre et plat de présentation finie

p t E——s8 -

*

mini d'une section e contenue dans 1'ouvert de lissité, dont les
fibros géométriques sont des courbes réduites irréductibles de genre
arithmétique 1 . Les fibres géométriques de p sont dono soit &

n}.un' uuu?bn elliptique, 4.e. une courbe propre, lissc ot con-
noxe do gonre 1

b) une droite projective dont on a iduytifii deux pointa diatinecta
{cubique dans P, i point double ordinaire),

¢) une droite projective dont on a identifié deux points infini-
ment voisinas (cubique dans P, d singularité ouapidale).

On dirn dans le cas a) {r?ﬂp- h], a)) que la fibre eat de type
elliptique (resp. multiplicatif, resp. sddit u-}.

3i E est une courbe de genre | sur 8 , on définit un faisceau

inversible @w esur 5 par la formale

W= B‘ nllE.‘il'S -

la section ¢ est un diviseur de Cortier rolatif de E sur 35 j



de plus, on vérifie fibre par fibre que
!I!1 p*B{m]-D pour n>0 .

I1 en réselteo, par Riemann-Roch, que pour n > 0 , le faimeceau
p*lj{ nu] est loocalement libre de rang n , ot que sa formation commte
i tout changemont de base. la suite exacte de cohomologie fournit do

plus une suite exacte

0 ——3 9, F(no) —ap, S((n#1)a) —oP®™)_0  (n50) .

Par aillours, ¥ (e) étant localement libre do rang | , on vérifie fibre

par fibro, compte tomu de (SGA 1 X 1.2), que

15"3 —=—3Ps B'IE — T &{'ﬂ .
En d'autres termes, les p*ﬂr{mu} pour | = m<$£n définissent uno

filtration de p.T(ne), de grodué sasooié

(1.1) 6r pyT(ne) = ; i .

i=0
141
La morphisme p est 4'interscction compldte relative 5 il en
résulto quo Rp* '33 € »'(E) a un soul groupe de cohomologiec non
nulle, R Plt% s ©t quo e dernier oat un faisceau inversible sur
E gy on l'appelle le faiscoau des différentielles r&_guliﬁraa pur E

ot on le désigne par an?E +ld ol p oat lisse, on e

1 1 :
ﬂ?ﬁ - Opsg - la dunlité montro quo R pﬁfl;:“}g oat isomorphe 3 &,
p,ﬂ;jg ost done localement libre, do formation compatible & tout chan-

gement de base et, ranisonnant fibro par fibre, on on déduit que
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1
pp Uglg ——> 0" Ogjg =

ot quo pour la fldche adjointe & la fldche inverse

P éan"gfﬂ .

Los sections de I’Ir;'?s ainai asmocidon aux sections do w s'appollont

las différontielles invariantom.

Soit ® une section inversible de ® ; il existe, localement
pour la topologic do Zariski, une base (y, x, 1) de p,T(30) telle
quoe l'image de y dans w3 soit = xo-3 y quo x appartiennc i
PP (2¢) , ot que son imnge dans o2 gott = ° . S1 %' ost une

autre section inversible de w , los bases correspondantos ao'derivent

toutes, sous forme implicite (pour =, s, t convenablos)

::-uEI""r
{1.2) :-ulr'+nu2:'+t

"ﬂul 5

Lo faiunnnu'-ﬂ'l[ln] ont trés ample ot (x, ¥, 1) sont les coor—

donnfies projectiveas d'un plongement de E dans szﬂ .

La eourbo image wérifiera une équation
(1.3) :_rE+a.1:3+nar-:3+a212+n4:+n5 .

Pour vérifier 1l'existence ot l'unicité do cotte dquation, on
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utilise (1.1), on rogardant los doux membres do {1.3) comme des sec-

tions do p,(6e) s en offet, y° = x° oat dans pe F(50), xy dans

ps@(5¢), x° dans p,{40), y dans Dy (30}, x dans p.T(20) ot
1 dans pe

31 on poee
F(x,y) = ?2 tayxy + By ¥ = :3 = 8, :E - N, X =8

la formo différentielle invariante ddéfinie par ® a'dorit

-i.-l:,"'l'r - e ﬂ;rfFI soit
x dx dy
= ———rm——r - 1 L ]
2y+ngxia, 3x”+2n xtn a g

!Euipruqunmnnt touto 6quatian (1:3) est I'Eqpntinn non homogdno
d'uno courbe do genre | plungﬁu commo une cubique dana I-'E ot préson=-
tant un point d'inflexion on (0,1,0) avec la droite de 1'infini pour

tangente 4'inflexion.
On poso mlora

({ 1:4) hE - nf + 4;2 bﬁ = a4y + 214 hﬁ - ng + dag

2 2 2
"bE - Ay a; nIll + u4 - By Be = 12 “3 - daE D

2 4 2 2
dsnhehq-iﬂbﬁ dg = by b, = 2 3h4+23hh5

bg

2
.-iﬂ;l-ﬂ - hd - hE

12 dﬁ = Cp + hE a - 12 dB = ni + bE 73
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2 3
(1.5) o, = by - 24 b, ~0g = by = 36 b, b, + 216 b,
2 i 2
A = nhE hE - 8 h4 - & hﬁ + 8 he b4 hﬁ
3 2 i
- h-d-'- Ei hE + hH {35 hd - hE} L

Soient maintenant (x', y', ®') reliés & (x, y, %) par (1.2).

[}

On agura &

{I-E] u 51 = By + 28
u al =a. - 8a +3‘r-uE
2 2 1

= 8y = any + E'aEr —{'l‘.-l'ru}'a..l-ﬂ:ra- 2t = =F{r,t)-s Ft{r,t}

uﬁ B} = ag + Ta, + rzu...e + :"" - t“,‘i o L Tty = -F(r,t)

!:l.'i"} u“ bl = b, + 12 p

TR VIR T L 6r2  (6que do aisor. c,)

u” bf = b+ 2r b, +1° b, + >

4 (6qu. de diser. 16 A)

+r3'b ~I-].'.|.-'Il

u by = by + 3r b + e b 5

udé-dﬁ+n4r uadé-da-cﬁr



( 1.8) u? gl = o uﬁ e} = o u‘E A' m A .

Les formules (1.8) expriment que la section ey 4 i.'r«:%z:l'.\-r»lf=I Km,
1
roepsd X2 2) du fibrd o4 {reops iI-IEIE, uf_ﬂE} ne dépend pas du choix

arbitraire do ®, x ot y »

2 Cas ofl 2 et 3 sont inversibles.

Lorsque 2 et 3} sont inversibles, on pout d'une et d'une seule
fagon cholsir x et y (® &tant donné) de sorto que dana 1'Gdquation

{1.3:) on ait By '32'“3":" » On a alors
. ¥ =x +a, x+a y Avoe % = dx/2y
(2.2) e, = -z“.aaﬂ y eg=-2a , A= 24‘:""“i -27 a2) -

Popant Y= 2y , X=x , on rotombe sur la forme do Woloratrass

(2.3) 1’2-41‘3-521-53 , avee XwdX/T . ot

(2.4) 4 ] 4 :

M EE--ad-Tﬁud Ej-—.ﬂ.ﬂ-mﬂﬁ
ﬂ-g;-ﬂgg .

¥

= pR e o)
Proposition 2.5. Au dessus de Spec(Z[2™ , 3 T] » 11 existe un schéma

de modulos pour les courbes de gonre un munies d'uno forme différentiel-

le invariante inversible. C, schéma est

EPEnE![E_1 . l-I][EEI Ej] ¥



avoec pour courbe universelle (en coordonndoas non hnmn;ﬂﬁuu]

3
Y'E-#I....HEI..‘.E]

ot pour différenticlle invariants % = d4 X/Y .
De pluas, lersquo 2 ot 3 mont inversibles, la donndc d'une forme
différontiolle invariante suffit i rigidifior une courboe do gonra 1.

I1 résulte aussitét de (2.2) qu'on a

- TR o
(2.6) oy = cg = 1728 &
ot cotte formule, se réduisant & unc identité algdébrique, est wvalable

on toute caractéristiquos

3 Cas ol Elgi_u4 gont inversibles .

Supposong que E soit une courbe de genre un sur une bnae 3 n?
2 solt inversible. la forme différentielle invariante % étant donnéo,
on peut choisir x ot y tols que dans (1.3) on ait By =y - 0 . lan
changemonts do ?unrdnnnﬁnn raapactant cotte condition as'obtionnont on
faisant uw 1 , 3 =t =0 dans (1.2) .

on a dono
{3-1] 32 = 13 + EE :E +* 34 = vy ; o
b, = da, b, = 2a, be = da, dg = ﬂ(nz By =9 aﬁ}

{3.2) e, = Eq{ng - Ead} -Cg = Eﬁ u; - Eﬁ 32 Ay By + EE ]3 a; ot

Alw. 2B



ot & ost le discriminant du second membre de {3.1?. Lo discriminant
& étant invariant par tranaslation, 11 suffit de vérifior cetto iden-
tité algébriquo pour 3 in#nrnih?u ot np = 0.

Lgruqun ey ost inversible, un uf un acul choix de x et y donne
de = O y 1e0s  a, By - 98, =0.0na, lorsque cetto condition cat
remplie,

i
(3.3) -0g = Eﬁﬁag -2 ac) A = EE[- n% Bg = &, + 2.3 32}

ot
(3.4) By 0y w = o~2 e
2 2 .2
By 0y == 23 &
HE ﬂilﬂﬂb "

Il guffit de wérifior cos idontités on caractériatique 0 , auquel

cag la troisidme est le produit des deux promidres, puisquo d, = 0 .

-

=1
Propoaition 3.5. Au dossus do Spoc(B[27 ']) , il oxiste un achémn do

module pour les courbes do goenre un munies d'une forme différenticlle

invariante inversible ot telloa quo t iblgs C

%4
cat

SpeolZlz™ ' May, ,y ng (82 - 3 8,)"'/(a, 8, - 9 ag))

avoc pour courbe universclle (en coordonnéca non homogéne)

TE - 13 + ay I2 + nq x + dg



et pour différentiolle invariante % = d:ffr . .
Do plus, sous cos hypothdmca, la donnde d'une Torme différentieclle

invariante suffit 4 rigidifior una courbe.

4= Cas ol 2 eat pilpotont ot 4 inversible.

loraque 2 = O , la formo différontielle ne suffit plus jamain
i rigidifior une courbe deo gonre un. Lorsque 4 ost inveraible ot 2
nilpotent, donc a, inversible, on changeant le choix de %, x, ¥y on

pout trouver uno dquation

':.r"l"} 32+n’-:3+n :2+nﬁ I-——ﬁf—-- -

2 T

Los autres choix de x ot y donnant liou A une telle équation s'obtlen-

nont on faisant, dans (1.2)

(4:2) r=ta=0 um=l+2s
ot on aura

(4.3) HE aé il Tl B

(4.4) o= 1 cg = 1 A= ag ‘

Se Cas ol 04 = 0O, p=2ocup=3}

a) p=3
En carac¥firistiqua 3 , loraquo l'équation ost mise sour formo



iy

(31.1), o B 0 o8l ot soulemont al ag = 0 . Supposons qu'en ait mome
#5890

{5-1} 32-1’1'-&“41-&;15 'l-n;Tdarnﬂ-jfE:,r

3 -
“q -0 = 1] Hhow o= H#

les sutres systdmes (%, x, ¥) donnant uno équation do cetto

formo s'obtionnent on fajsant s = t = 0 dana {1.2) ot

1.I'Il n& - a¢
{5.2)

u ;g = uﬁ + o 54 + r3 *

B) p =2
Bn caractéristique 2 , on a Cy ™ 51 « Supposona qu'on ait
& :

ay = 0 j ¥ étant donnéo, on pout alors choiamir x ot y tela que (1.3)

solt
2 2 4
hE-IJ#IIF. bﬁ'-al hﬂ.ud ﬂ-d.l ﬂ"'-ﬂﬁnﬂ'

Loa nutros systdmos (X%, x, ;._r‘,l donnant une équation do cotto

formo s'obtieonnont on foipant © = uE dans {I-E} ot
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Fe Applicationa.

Propogition 6.1. Si E ost uno courbe do genro un sur un corps

algébriguoment clos, E est do type elliptique {resp- maltiplicatifl,

rospe additif) si ot moulement i 4 # O (rosps & = 0 ot 4 # 0,

TOEDs 0 = ad - ﬂj-

a) Loraquo la caractéristique p A2 s la promidre assortion rdoulte
do la troisidme formule (3.2). Lorsque p = 2 ot o4 D on vérifio
ausaitot que la différentielle de (4.1) ne s'mnmule quten (0, 0) , ot
A est olliptique si ot soulement si A = B #$0.Pour pw=2 ot

cy = 0 , on raisonne de mome sur (6.2).

b] Loraqua p ‘ 2 , il résulte do cE-EJ quo A =g, = 0 pi ot sou-

4
lomont si lo douxifmo membro de (3.1) a touten mos racines égnles, oo

qui caractérise lo cas additif.

) loraque p =2 , Awm O, n4 £ 0 ; la partio principale de (4.1)
on (0, 0) ost y° & xy + nEIE =0 , co qui correspend i un point dou-

ble & tangontes distinctes.

d) ‘Lnruquu pe2,A=0, ﬂ4_-'ﬂ s la partie prineipale de (6.2)

on (U, 0) est 32 +a.x + ng = 0, co qui corrospond & uno singularité

4
cuapldalos
Soit alors E uno courbe do gonre un sur uno base 5 , sans
fibro do typo additif. Puisque A ot “4 no gont jamais simultanémont
1
mila, ot mont rospectivement des scotiona de i et w4 g 0N

définit une soction j de ?IfB par la formulo



=12 =
I:E-E} j= ni,l'rﬂ -1?251-13%{15-

Propoaition fi.3. Soient E ot E' doux courbes de gonro un sur
a , oang fibro additive »

(I) Igom(E, B') oat roprésontable, fini ot non ramifié sur S

5w

(II) si ig = dp , 1a_projection de Incm(E, B') sur S ost surjective

(1II) 2i jp = jp no prond pas los valours O et 1728,Isom(E, E') oat

el

un_rovitomont étale de rang 2 do S .

Donnong-nous E ot EB' par dos dquations (1.3) ot {1.3?'.I5q
ﬂunn?r un isomerphisme ontro E et ?l reviant & mo donner U, T, 8
ot t, vérifiant los équationa (1.6), done ausei (1.7) et [I*E],‘u
dovant do plus &tre inversible. Par hypothdse, localement sur S,
¢, ©ou & oat inversible (6.1), ot do mome oy ou A' 1'ost. Loca-
loment sur 8 , les équations {T-E] sont donc des fquationa do dépon-
dance intdgrale pour u ot 1.|_1.|I lon équations {|-T]ﬁ ou {1-?}5 dos
figuations do dépendance intégrale pour r ot onfin {T-ﬁ]ﬁ_{rﬂﬂp-
{T*E}E] est une dquation de dipondance intégrale pour t (rosp. 8).
Ceecd prouve que Ioom(E, E') eat roprésentable par un schéma affine
fini sur 8 5 il oot meémo non ramifié car les courbes considérdes n'ent
pas d'nutomorphismes infinitésimaux {rﬂ9pﬂntant 1'origino).

Loraquo 2 est inversible sur 5 , l'assertion (III) résulte

do l'énoncd plus précis.

=]

Propopition 6.4, Soient E ot E' doux courbos do genre un sur 5 ,




e

sang fibro additive, muniea do formos différentislles invariantoa =

ot %' , ot de mime invarisnt modulairc. On supposc gquo 2 , 0y 2% o

sont imversibles, .. que o~ , /4 ot 1/§-1728 sont doa sections

do 5 . Alors, le schéma Isom(E, F) a'identifie au schéma défini par

l*éﬂuatinn

2
l."|r - -I:'.d ﬂéfrﬂﬁ ﬂ-a ®

En vortu de (3.6), se donnor (E, H? ravient & asc donner Ba 9
8 ot a, wvérifiant 8, 8, = 9 a; =0, ot un isomorphiame d? B ]
sur E' ost déerit par A tol que (E %) soit ismomorphe & (E' A m'),

i.0. par A wérifiant

' 4 4 &
(6.4.1) ay = A Ay y A iy al = A me .
Par hypothdso, j = j' , do sorte que Eci = nE ) &) oot propor—

tionnel & (nf ,eff , B81) , et que p = ey ot/ o o vERific
: 6
(6.4+2) nﬁ = pE 2, of = ul Ly A' = p A .
En vortu do (3.4), on a alors
né = Ly ai L] pE nd aé - p3 Be .

Do plus, d'aprds (3.4) oncore, localcmont, moit By oy moit n, et ag

sont inversibleoa, do sorte quo (6.4.1) équivaut & A i poe

Pour prouver (III) en général, on peut se ramener & supposer S

noethérion, ot supposor soit 2 inversible (cas traité on (6.4)), soit
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2 nilpotent, ce qui permot de mottre la courbe mous la forme (4.1)

_1.'2-?-13-13'#12:1';6

ot un igomorphisme d'une telle courbe sur une sutro ost ?ﬁnrit por
s vérifiant (4.3) pour u =1+ 28 . loraque j = j' , la promidre
do coo dquationa

2

(1 + 28)¢ al ma,-8-8

g
définit un rovatomont &talo do dogré doux, ot olle impligque la socondo 3
pour lo voir, on no ramdno & suppomor ay = s} ot on romarque que

diaprds (4.4)
i.if-j = Ao 2 ﬂ{nE |'-"-,|r,,:'
pour ung fraction rationnolle R .

Pour vérifior (II) dans les cas non couverts par (III), on peut
supponer que 3 oat lo apectre d'un corps algébriquoment cloa ot qua

o, =0 ou o, =0, fcce quo j=0 ouj = 1728 , Soit p la carac-

4
térdatique du corpa,

a) p# 2, 3 1 onmet la courbo sous la forme (2.1) 5§ =i 0, = o
{reap. b= 0) on aura a, =0 (resp. a; = 0) ot on peut par homo-

thétic transformer la courbe en la courbe type
(6.5) 3y (s1 ¢, = 0)

(6.6) S (01 of = 0)

b) p=3 ¢ on mot la courbe sour la forme (6.1) § résolvant (6.2)

pour Bi = 1 ot ap = 0 , on mot la courbe sous la forme type



e

{E#T} 3’2 - 13 - {[li_ s ] ] "E. = u:

4

c) p=2 1 ici, on mot la courbe sour la formo (6.3) ot on résoud

(A.4) avec ay = : B, =8g = 0 pour obtonir la forme type

(6.8) ll'E +y = x> (2i ¢

Pour compléter lo tableau, resto & déorire los automorphismos

des courboa olliptiques.

Proposition 6.9. Soit B unc courbe do gonre un sur une base 5 ,

gana flibre additive

(1) Si o, ot o, sont invoraiblos, los souls automorphismes de E
pont 1'identitd ot la symétrig. ;
(II) 5i 2 ot 3 sont inveraiblos, 1'application canoniguo

(6a6a) Aut(E) —— 6_

donnéo par 1l'anction sur les différonticlles invariantes, ost unc

immorsion forméos

:III}_EE 2 ot 3 _sont invorsibles, ot 0, = 0 (rosp. cg = 0} 1'imago

do (6.6) oat pg (resp. p,).

Supposong maintonant quo I solt lo spoctro d'ur corps

(1IV) 8f l=po, = Cp = 0 , Aut(E) est géométriguemont inumn;ytn

a
au produit semi—direct (non commutatif) de Z/(4) par T/(3) , ot

1'imago do (6.6) ost n, .

(V) 8i 2= 6y =og =0, Aut{Z) oot géométriguoment d'ordre 24,

ot 1'image de (6.6) ot p3-
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Prouve ¢ (I) Dtaprds (6.3), i1 n'y a on offot pas plus de deux automorphis-
mOfe _ :

(II) ot (III) Lorsquoe lea courbes sont mises sous la forme (2.1), 11
répulte de (2.5) que les automorphismes sont déerite parlour action sur =

et quo A € G défini un automorphisme si et seuloment sl

4 [
nq-.".. @, ok Ge = X op )

dtell loa assortionas.

(I¥) 5i 1a courbe ost mise souas forme (6.1), los automorphismes mont

donnés par (1.2) t x'~—2x , pour 2=t =0 ot

4

:r]'+:ra4+n'ﬁ{1 -ug}-ﬂ

ot 1ln loil do composition par

(Bt 1)y =) et A R it

Loragque ln courbe ost mise mous forma (6.7), ces égquations me rédui=-

sont & 't.lEpi.l ot rEP3

(V) Si la courbe ost miamc sousm forme (6.3), lon automorphiasmes sont don=-

néa par (1.2) 1+ x'e—ax , pour r = s ot

L

H =
s + may +o,(1-u) =0
3 4

tE+ta3+aE+nEu¢-ﬂ



et 1la loi de composition par

: s

'E“'I: al, t'} o {“l 0y 1:} = (u u'y, u's + t', u' £

t + &' + u'“ra') .

loraquo la courbe ent mise sous forme (£.8), cos dquations =me

réduisent &
e S (=0 ou 1 solon quo

u € n3 n EF
gm0 ou ag0) .

)

Te Annenu des formen modulmiros ontidros.

On sppelle forme modulaire entidre de poids n uno loi qui &
ﬂhanﬂ courbo de gonre un sur uno base 3 napssocio une soection de
JH" ; 0t co do fagon Gumpntih!n au changomont de baso. Il roviondrait

au mome de se limiter aux courbes sana fibres sdditives.

Propogition 7.1. L'annonu des formes modulaires ontidros oot cn-

gondrd sur Z par o, , g ot 4 goumis i lan soule relation

{?-I-El] ﬂi — GE L 1?2'3 ﬂ L

Appliquant la définition a 1a cn?rbn {(1.3), on voit qu'une
forme modulaire entidre do poids n a'exprime cOmMmo polynomo do
poida n en lea a; + Pour 2 ot 3 inversibles, il résulto do 2.5
que ¢og ;ﬂma‘. gont los polynomos on S, ot s s ot on particulicr
quo n4 » g et &4 ne satisfont pan d'uut?ﬂﬂ roelationa queo [T-E}-
Rogte & prouver quu_ni un poelynomo on ¢d y Og ot 4 est idontiquo-
ment nul on EﬂIﬂﬂtﬁIiﬂt?quﬂ ? (resp. 1), alors illant divisible par

2 (roap-2) dana E[nd s B¢ l!l.],l"'n‘]: - cE - 1728 A , ce qui eignifie
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3 2

qu'il eat divisiblo par o, - o dans EIf(E}[cd ' Of 9 4] (reop.

z;"ff,![ﬂd 19 i:.]j- Cola eésulta do 1o structure do 1l'"annenu dono

formes modulairce do earmotéristique 2 (remp. 1).

Propesition 7.2. (I) L'anncau dos formes modulaires do caractéris-

-

tique 2 gat IE{E][M ’ 4] , ot o Tl 51 y Qg ™ “:

{II) L'anncau dos formes modulaires deo caractdéris-
—

tigue 3 oot Z/(3)(v, , 8] , ot o, = §.=a--h3 :

Tout d'abord, i1 résulte do (1.6}, ot ::1.1'}2 que a4 (resp.

hE} oat une forme medulaire de caractéristique 2 (resps 3) »
En caractéristique 2 , chorchons tout d'abord les formos modu-

laires relatives aux scules courbes telles que ay soit inveraible.

Ciz eourbos se mottent pous forme (ef. (2.1))

IE oy Xy - :3 + a, :2 + a ¥

ot, compte tenu do (4.3), on veit quo cos formes a'derivent

ny Play , ag) pour P isebare, ou encore

ot cola garde un Sons pour ag = 0,4 # 0 ol ot soulement ai on
avait on fait affaire 4 un polynome en oy ot 4.
Bn carnctéristique 3 , raisonnant do méme d'abord sur los

courbos tull!m que o, noit immrui?‘ln, ot remarquant quo d. = 0

4

dquivaut alors & u, = 0 dans {3.1), on voit gque toute forme modu-



e
laira gtdarit
h‘é“ P(b, , 8) pour P isobare

ot quo cette forme modulairo oat définio aupsi pour j =0 ai ot

poulomont ai elle a'Sorit comme polynoma on hE ot A,



