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SUR L'APPROXIMATION DE ZONOIDES PAR DES ZIONOTOPES

) x)

NOTE DE J. BOURGAIN ’, J. LINDENSTRAUSS™ ET v.D. MILMAN

RESUME. Un zonolde uniformémentcomexe dans R" permet une approximation
i E{%} prés par une somme de N segments. Ce résultat est dauivalent & un
théoriéme de plongement dans I.:I de sous-espaces n-dimensionnéls d'un espace
L'[u'.l possédant un type non-triviale. La démonstration utilise des méthodes
probabilistes et de géométrie des espaces de Banach.

SUMMARY. A uniformly convex zonoid in R" can be approximated up to Eﬁ%)
by a sum of N line segments. This fact has an equivalent statement in terms
of embeddings of n-dimensional subspaces of Llf.ll:l with non=-trivial type
into L; . The proof combines probabilistic methods with geometry of Banach

EPACes.

Un zonotope dans B" est une somme finie de segments K = II+IE+“.+1“ =
et un zonoide est une limite (pour la métrique de Hausdorff) de zomotdpes.
Il est claire qu'un zonoide a un centre de symétrie et on supposera qu'il
coincide avee 1'origine. Le lecteur trouvera un apercu de la théorie des zonotdpes
et zonoides dans l'article expositoire [5-W] . Rappelons en particulier le lien
avec les sous-espaces d'espaces L'w) .5 k= I#+...+I, est un zonotdpe
n-dimensionwe]l centré & 1'origine, on a K = {x € B ; = [l, £ 1} ob il

est la norme duale &



Zl|l= ¥ a, |€ u,,x >
Ixll= & a5 < ujn sl

et uj = |Ij1 s W: = Vecteur unité direction Ij . On notera que r" |

]

est un sous—espace de L; . De méme, la norme duale d'un zonoide dans R"
est de la forme ||x||= [ |< u,x »| p{dx) , e u est une mesure positive
sur la sphére En-l « le problime d'approximation d"un zonoide par la somme
d'un nombre réduit de segments équivaut donc & l'existence de plongements
(1+c)-isométriques de scus-espaces n-dimensionnels d'un espace L'(u) dans
1; pour une valeur optimale de N . Soit Ilnlk - {i?1|xi]P}1fP et

n: =[x € B" i”“”p.i”- Alors n: est un zonoide pour 2 < p < = .
L'approximation de la boule euclidienne nﬁ est étudiée dans [B-M] . En fait,
en dimension n > 5 leurs résultats peuvent Etre améliorés en exploitant la
théorie des sections euclidiennes (voir [K] et [FLM]) .

L'approximation de BF

o] (2 <p<w=), plus précisément la dépendance

lindaire N = M({n,c) en n , fit étudide dans 1'article [J=-8] . C'est un cas

particulier de notre théoréme que nous énongons maintenant.

THUEOREME. Soit X un sous—espace n-dimensionnel d'un espace LII'.'H'J de
type p > 1 et constante de type TFT,!.} . Alors X permet un plongement

(1+u)-isométrique dans 1'cspace E':I , o

T | La

b R~ log TP{H}}.n

fi{x,y,z) étant polynomiale en X,¥,Z .

Il nous reste & déterminer une expression explicite satisfaisante pour



la fonction f et en particulier le réle (géométrique) de e . Le théoréme
est démontré par un procédé d'itération ol on réduit successivement la valeur

LEMME 1. Spit X un sous-espace n-dimensionnel de 1'espace I.III (14
supposons X de type p > 1 et constante de type ‘tpﬂ:} . Danes ce cag X a

un plongement {l¢c)-isométrique dans 1'espace [':I' ol
B < gt , = | log T.(x)) K' °nf
e c * ﬁ L P
ot p >* 0 est une constante et g une fonctionm polynomiale.

Motre approche trouve son origine dans un travail récent de G. Schechtman
[5] . 11 a'agit d"écudier 1'approche "empirique" f + Htll,‘...f{t“.l ol
une fonction £ est évalude duu:m un N'-tuple aléatoire de points et d'estimer
la déviation [|f(t) de - %. I:I |f{l:j}[ . tn combine pour cela des estimations
probabilistes élémentaires, dla:llnéthudnn d'entropie (ellipsoide de F. John,
minoration de Sudakov) et des principes de factorizations (théorie de MNikishin-

Maurey, [M]}. La structure linéaire y joue un rdle important.
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