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NOTES DE L. TLLUSIE

EXPOSE III (29 janvier 1980)

1. Comparaison de divers types de fonctioms L .

Four éclairer la confjecture (II 2,3), comparons entre eux les divers

types de fonctions L (et d'équations fonctiomnelles) auxquels on peut s'inté-
resser. On conserve les notations de (II 1.2).

1.1. Fonctions L de hecke [:IJ . On part d'un caractére (concimu)

?,, : WIE/K) —= ¢® , d'oll, comme dans (loc. eit.), une fonction L . Noter que,
par le corps de classes global, ‘;( correspond & un caractére (a valeurs dans
) de i‘ﬂl‘ : c'est 1'exemple le plus simple d'une forme automorphe. D'aprés
{(loc. ecic.), L vérifie une équation foncrionmelle du ctype

(1.1.1) Lg " @n™) = ar®Le e, (r=q% ,

¢t Tate donneé uneé formule pour la constante a @

2)  a=TTe Guibaex)

ol les constantes locales E’v sont caractérisées par des équations du cype

(11 2:1.3.1)

1.2. Fonctions L d"Artin. On part d'une représentation contlnue

m : WK/K) — GL(n,E) ,
dont on suppose miéme qu'elle se factorise & travers un quotient fini G de
W(K/K) (c'est anodin, car la restriction de 7 au groupe de Well géométrique
{qui est profini) se factorise & travers un quotient fini). On en dédult une
fonction L d*Arcin L{m). Pour étudier cette fonction, un dispose de deux méthodes.

a) La théorie de Brauer : elle permet d'écrire 7 comme somme de

représentations induites de remimntatians; de degré un de sous-groupes de
G

woe Et lndftf.f_) ’
d'oli une décomposition de L ,

*
o Lm=Tuet

que 1'on peut utiliser pour généraliser le cas 1.1 . On obtient notamment
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une dquation fonctionnelle

1

(1.2.1) Lin4(1),T" ") = at™L(m,T)

(o (1) désigne upe torsion i la Tate, permettant d'écrire T™' au lieu de (qT s
dans le membre de gauche), et une décomposition de la constante a en prodult de
constantes locales
EFE S N TN U p
Cecte décomposition dépend malheureusement de l°écricture (w). Toutefois, si,
au lieu d'écrire m comme ci-dessus, on derit
7 =dim 1+ I oa(Inds(x) - [ndgm}
¢t la décomposition analogue de L{m) , alors (1.2.2) ne dépend plus de ce choix.

Ce polnt, non évident, est démontrd dans Eﬂ o

b} La théorie de Grothendieck 1 elle fournit une interprécation cohomo—

logique de la fonection L
Lem) = dec(L-FT K"} ;
prouvant ainsi sa racionalité., De cette formule rTésulte en particulier la

confecture d'Artin pour les corps de fonctions : si m ne contient pas la repri-

sentation triviale, alors L(m) est un polyndme (en effet, les facteurs relatifs

3 H? et Hz

disparaissent).

1.3. Cas f-adique. FPartons d'une représentation continue » : Gal(E/K)— GL(n,0,)
Aui se Factorise par "3!..1[::u,,£1|'_l1I pour L'.,.I:Q: une extension [iniea assez grande de II‘_, et
presque partout non-ramifide. Il n'est plus possible de se ramener i un nroune de Galois
fini. Supposons pour aimplifier que m soit d valeurs dans G‘Lfn.ﬂi] « Alors 7 déFinit, pour
chaque entier k31l , une représentation o mod lh 4 valeurs dans GL(n,Z 1"} ¥

qui se factorise i travers un quotient fini G _ de Gal(K/K) , mais G, peut

grandir avec k , et e¢n géndral o ne se factorise pas i travers un fquotient

fini. On ne peut donc plus appliquer la méthode de Brauer : il n'y a pas de
theorie de Braver mod .th ¢ seulement mod £ ! La seule methode gqui reste dispo=

nible est celle de Grothendieck (qui marche d*ailleurs mod f.hil. Elle fournit

la rationalicé de la fonction L et 1'égquactien fonctionnelle, mais ne dic

FieLd
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pas grand'chose sur la constante. Par analogie avec le cas 1.2, on est donc
amene 4 définir des constantes locales B {11 2.1), et & faire la conjecture
(11 2.3). La définition des B, oSt d*allleurs délicate, La représentation
du groupe de Heil local H{f;ft“}. méme restreinte au groupe d'inertie [v ¢ De

se factorise pas, elle non plus, & travers un quotient fini (tandis que, dans

le cas 1.2, f.e. avec GL(n,L) au lieu de EL{n;EIJ, l'inertie agit toujours

i travers un quotient fini). Une courbe elliptique avee réduction multiplicative
fournit un exemple ol 1*inertie n'agit pas & travers un quotient fini (penser

4 la transformation de Picard-Lefschetz). Toutefois, aprés semi-simplification,

on peut décomposer T, @n somme de représentations de la forme V & ﬂ_it} » QU

le groupe de Well aglit sur V & travers un quotient fini, ec Ejﬂ désigne la
représenctation définie par un élément t de i: il o KL )i

2, Compléments au formulaire (II 2.1) et cas de validité de (IT 2.3).

Soit Ru un corps local comme en (I1 0.1). Si F est un faisceau E-adique
-_"n“ tl"i."li.l_._l_'

sur SPM{"J‘,L B K, — E’; un caractére additif’, dx une mesure de Haar sur
H" (la donnée de dx dquivalent & celle de JIIJ“ dx), on diapose (I1 2.1)
d'une "tonstante locale"
(2,13 HEp,dx) €T, ’
qui vérifie les formules (II 2,1.1 & 2,1.5). Rappelons d"autre part (I1 2.4)
la dépendance de £ par rapport 4 f ¢ 51 B est un caractére addicif donpé (non
trivial), tout autre est de la forme x —> h(ax), avec a £ K: » 2L 1%0n a
(2.2)  E(E,p(ax),dx) = {d:t{E-THh} 1275 crp,a00

ol dttfgij est considéré, grice au corps de classes local, comme un caractére

de H: +» (et | | désigne, comme d'habitude, La valeur absclue normalisde).
Voicl deux formules supplémentaires importantes.
alt'nurt{-ﬁ':.-:ma

(2.3) T:.{Eu},ﬁ,d:j = “degh}:{lfz.'l + niilrsfﬂ—uﬂbhﬂ}

oit deg{v) =|k(v) : I-‘p]. a(F) est la chute totale de F = relF) - re(Fo)

* Sw(F=) (ef. (I 2.6.1)), et n(h) est le conducteur de p , défini par



(2:.3.1) n(h) = le plus pecit entier n cel que @ I ﬂ-nﬂv St g
ol 1 est une uniformisante (Cartier propose la rececte suivante pour retenir
la définicion : se rappeler que n{®) vaut 0 s1 B est trivial sur 0“ mais pas
sur n‘ll.‘.lv » ot que n{a(ax}) = v(a) + n{h)).

L) SiEg= jui_ (1.2 E: = E—.I 1 s avec pour fléche de spécialisacion 1'inm-
clusion évidente), alors on a (notant (1) le twist par le caractére |x| )
(2.6)  &(E,haxde(fa)bl-x),ax) =1,
ou dx* est la mesure duale de dx relativement & # , au sens de la formule de
Plancherel.

La formuile b) découle; par réduction au cas d*un caractére de dimension 1,
de l'eéquation fonctionnelle locale (I1 (2.1.3.1)) et de la formule d4°'inversion
de Fourier. Elle refléte le fait que la constante :(V,T) de 1'équation fonction-
nelle globale (I 2.2,1) wérifie la formule
(2.4.1)  £W,T) e Q)T ) =1
(qu'on obtient en appliquant (I 2.2.1) & ¥/ ().

La formule a) découle aussi,; par réduction & la dimension 1, de 1*égqua=
tion fonctionnelle locale; ou plus exactement de son corollalire donnant 1'expres-

-I-I.nl'l '“'pl!..l:!.:!‘"d! Eﬂ'{ F. ***ﬂ:} f["_] jiﬁijiﬁ] ('ﬂ'fl {Il I-I.EJ‘} }

- =1
(2:3.2) Enlﬂ} shydx) f"f'lu“ >- (% b (x )dx N
v
ol y désigne un élément de K: de valuation n(p) + swif) + 1 . La propriécé

globale que traduit (2.3) est assez intéressante : si F désigné mainténant un

2

places v, des équations (2.3) correspondantes, on obtlent, modulo la conjecture

=falsceau sur la courbe ::“ et 51 1"on falt le prodult, sur toutes les

(I1 2.3), ¢t compte tenu de (I 2.5.1),
(n) = p(GE) = Z_da;{vh“(ﬂ + deg(vin(p Jrp(fs) .

:l_ deg(via (F) = %,_ a (F) ’
v #|X | x ¢ X(F)

o

LOTA
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2L il est connu (cf. l'cxposé suivant) que

{2.3:.1:1) ; deg(vin( ) = 2g - 2 .
v l,ll[ﬂ}

ol g est le genre de Itﬁ « On reconnalt donc en (x) la formule de Grothendieck-
Dgg=5hafarevitch.
On déduit aisément de (2.3) la géndralisation suivante : si G est un

Q-I-t':hﬂau non ramifidé sur Spec(0 ), on a (posant F_ = plenlvly

(2.3.1) E(F & G.p,ax) = detqiycgv}f*ii} * r‘{E?j"tﬁJ%g{E!ﬁ,derEQE]
En particulier, pour G virtuel de rang 0 , F virtuel tel que r;l:g?d = 0 gL
a(F) =0 , ona

(2.3.4) L{E ] E;I!l.dl.} = 1 .

Par conséquent, la validité de la conjecture (I1 2.3) entrainerait celle de

la conjecture (I 2.56.2) .

On ne connaic pas de généralisacion de (2.3.3) au cas ol F et G sont
ramifiés. Cartier a toutefols une conjecture pour F et G de rang 2 , liéde a
la formule de Sarnes.

Four terminer, rappelons que la conjecture (Il 2.3) est démontrée dans
le cas ol la représencacion F— fait partie d'un systéme compatible infini de

1

représentations f-adiques ["I‘_] « Par un tel systéme on entend la donnée d'un

corps de nombres E , d'une famille infinie A de places finles de E , ne

divisant pas p , et, pour chaque A € M\ d4'une représcatat ion presque parcout non=

ramifide m, WK/K) —>GL(n,E, )

de telle maniére que la condition suivante soit vérifiée : quels que soient
'hl et ﬁlz £ A , alors pour presque toutes les places v de K , on a

(1) dec  (1-F £} € E[c] i=1,2)
Ay

(ii) dl;ﬂ {1~Fv:} = daL" {1~thj i

M Ay

Pour la démonstration, wvolr r_l_] .
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EXPOSE 1V (5 février 1380)

l. Lien avec les formes automorphes.

Les conjectures (I 2.6.2) er (II 2.3) sont lifies au dictionnaire con-
jectural entre formes automorphes sur GL_ et représentations t-adiques. Ce
dictionnaire met en rapport les notions suivantes : a) formes automorphes sur
GLn b) systBmes compatibles infinis de représentations (-adiques b") représen-
tations f-adiques isol&es. Soient K un corps de fonctions d'une variable sur un
corps fini, A 1'anneau des addles de K . Le groupe ¢CL(n,K) se plonge diago-
nalement comme sous-groupe discret de GL(n,A) et le groupe CL(n,A)} agit par
translations 3 droite sur 1'espace des fonctions sur 1'espace homoglne
EL{n.HF\EL(n.&}. On peut considérer les sous-représentations admissibles irré-
ductibles de cet espace. Em fait, on s'intéresse seulement 3 la partie "cuspidale"”
du spectre : pour chaque quasi-caractidre w de 5* s trivial sur K.. soit
Luiﬂlin.ﬂl\lﬁlin,éj.uﬂ 1'espace des fonctions f sur GL(n,A), invariantes 2
gauche sous GCL(n,K) , invariantes @ droite par un sous-groupe ouvert suffisamment
petit de GL(n,A), prenant le caractire w sous l'action du centre GL(1,A)= GL(n,A)
de GL(n,A) : E(gz) = w{z) f(g) pour =z E GL(1,A) , et cuspidale : pour N le
radical unipotent d'un sous-groupe parabolique de GL, » on exige la nullité de

l'intégrale

] f{ng) dn
NE)\H(A)

Cette intégrale se réduit 3 une somme finie, de sorte que la définition de L,
est purement algébrique : on peut se placer sur un corps de base algébriquement
de caractéristique O quelconque. Les analystes aiment uwtiliser € ; iei 9,
est plus commode. On sait que pour chaque sous-groupe ouvert K de GL(n,A)
l'espace des invariants de K dans Ln est de dimension finie, et que Ln lui=
mime est somme directe dénombrable de sous-représentations admissibles irréduc-
tibles de GL(n,A) . Lorsque u parcourt les quasi-caractires de i*fﬂl . COS

représentations sont les repr@sentations automorphes cuspidales de GL(n,A) .

Celles de caractiére central  donné forment un ensemble discrer, ot si o (3
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valeurs dans le corps de coefficients, € ou it } est A valeurs algébriques,
2lles se réalisent chacune dE€j2 sur un corps de nombres (c € , ou it ) . La
caractdre central, par contre est susceptible de variations continues : =i on
tord une représentation automorphe cuspidale par le quasi-caractdre
log, (||dec g[b

W, g ——=t

» @lle reste automorphe cuspidale ; son caractire

central est sultiplié par u:

A cOté de la notion de représentation automorphe, on a celle de systéme

compatible infini de représentations (-adiques de W(E/¥) , dont on a rappelé

la définition A la fin de 1'exposé précédent. Enfin, au lieu d'un tel systéme, on
peut choisir une extension finie EII. de ql et considérer une seule représen—
tation-de W(K/K) A valeurs dans GLl.'n.,EL} « On espiére que ces trois notions sont

relifes par un dictionnaire.

Tout d'abord, pour n = 2, onsait, grice A Drinfeld, A une représentation
automorphe cuspidale, donk le caractére central est 3 valeaurs nl:ﬂriquuﬁ.;amier un sys=
téme compatible infini de représentations i-adiques irréductibles, ¢c 1'on a une défini-
tion conjecturale pour n >3, D'autre part, d'un systime on peut extraire une représenta=
tion dadique. Maintenant, partant d'une représentation badique, on peut s¢ demander 5" 11
est possible de lui associer une forme automorphe dont elle dérive par le procédé précédent.
I1 s'agit de la réciproque de la théorie de Hecke Tout d'abord, 3 une telle représentation F
on peut associer, comme dans les exposés précédents, une fonction L (correspondant lJKE}

L(F,t) = 1 d-:(l-F?td“fﬂ Py

o oy
En fait, plus qu'd la fonction L elle-méme, c'estc A la famille de ses facteurs
locaux qu'on s'intéresse. Presque tous sont des polynimes de degré n en YD,
Soit v une représentation automorphe cuspidale pour GL(m). Alors, A 1'aide des
facteurs locaux de L(F) er de ceux associfs 3 n» , on fabrique une fonction L
"mixte" de la manilre suivante. Posons, pour v € |%| ,
L(E) = det(1-F 48 by o g (1- o 080T

notons d'autre part

-1
L(n) = 1 (1-g,c26¢Y))

le facteur local assecid 3 =+ . 8i v est une "bonne" place (i.e. telle que F
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e T n'y soient pas ramifids, ce qui, pour = signifie que le facteur
local est de degré m ), on définic
= | 1 deglv).-1
LAEs o33 = 7,3 CQoBe )
Lorsque les ramifications de F et = gont disjointes; on étend la définicion

aux mauvaises places en prenant la meme formule. Enfin, on pose
L(Er“n_llt-: - i?i Lv{zr““_l} ¥
On désire que cecte fonetion L wérifie une dquation fonctionnelle. Plus priécisé-

ment, supposons F irr&ductible, et que, pour tout m < n , et toute représentation
forme automorphe cuspidale n sur GL(m) , de ramification disjointe O¢ ceile

de F , la fonction L(F,n) soit un polynBme et vérifie une éguation fonctionelle
da la forme

LE' Qo ™0) = R(EmOLEm )
avec une constante Hﬂ.ﬂiﬁ ayant des propriétés analogues i celles des constantes
& envisagées précédemment (en particulier, admettant une deriture

MEm ) = £(F) v 2IIRE

du type suggéré par (I 2.6.2.)), alors les
spécialistes sauraient qu'il existe une représentation automorphe cusnidale L

sur SL{n} qui corresponde 3 F,en particulier qui ait comme Facteurs locausx L, ceuxde F.

Wotons que, si 1'on disposait de la construction de Drinfeld pour tout m < n,

on pourrait remplacer L(F,m } par L{F & E(m )} , uh_gkw ) serait le faisceau
correspondant 4 7w , et les propriétdés & vérifier pour cette fonction L seraient
simplement la conjecture (I 2.6.2). On apergoit ainsi un principe de
récurrence pour établir le dictionnaire désiré : disposant du dictionnaire pour

L 4<n et de la conjecture (I 2,6.2), on en déduit le dictionnaire pour i = n .,

En particulier, si 1'on disposait de la conjecture (I 2.6.2), on pourrait, grice
a Drinfeld, obtenir le dictiomnaire pour n = 3 , Si 1'on disposait de la conjec-
ture (I 2.6.2) et de la construction de Drinfeld pour tout n, le dictionnaire
seralt établi pour tout n, ce qui entralnerait notamment que toute représentation
EA =adiques absolument irvdductible 3 d8terminant alpihrigue ferait pactie d'un
systéme compatible infini de représentations i-adiques, et en particulier que les
pelynomes d““‘F\rﬂ pour presque tout v seraient 3 coefficients dans un corps de

nombres indépendants de L .
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2. Traduction géométrique de la conjecture (II 2,3),

On conserve les notations de (II 2.3). Happelons que la constante §(F)

i laguelle on s'intéresse est donnée par

(2.0)  E(E) = dee(-F,H%X,EN"Y .

L'objec dac H"t‘.lt._E__.‘I' net dépend que de la donnée pldométrique X/F . 51 on pouvaic

le "calculer i isomorphisme unique prés™, on saurait exprimer comment F y opére,
2t 1l'on "comprendrait™ par consdéquent la constante ¥ , qui, elle, esc de nature
arithmétique. Cela suggére d'essayer de traduire géoméctriquement (II 2.3). Commen-

tons par ré-interpriter les termes locaux t\r(f-.' ‘r,d:“} i

2:1: Normalisation des u:t:n:1III ¥
La mesure de Haar dx choisie donne la masse 1 & AR . 11 s'ensuit que,
dans la décomposition dx 'Trd!,,. iln'est engénéral pas possible que 1'on ait, pour
tout v, _|"~,|:I dx, = 1 , ce qui serait pourtant agréable, Notons {'d:“}u la mesure
.v L}
de Haar sutr i'-'.1Ir telle que fﬂ“{“v}n =1 ; et posons I:m::n =-l_[:'d:?)n -
Calculons fﬁfﬁ :‘.dx.'ln + Par construction; la masse de Tﬁ:q dans A pour fdx}n est 1 .
51 1 désigne 1'image de Wﬂ\_ dans A/K , on a donc
j’y!{{“]n} - 'l.'fl {dl.'lﬂ]ﬁyliﬂ I) .
HMais
1 =1 nv"“"“ﬂv ’
donc
[p@x), = g o)
et par suite la masse cherchée est
[asx(@x)g = FAK D/ FEaTO)
En d*autres termes, 51 1l'on considére la sulice exacte
E:—}H—-:.H-——-riﬂrl}‘_—}c—;n ;
ou la fléche médiane est composée de 1'injection (diagonale) de K dans A et
de la projection sur i.I'TrEIv s ON &
jiml?dﬂu = §C/eN .,
or y‘lr‘uv =® K /O, ,et K—>0K /0 n'est autre que la résolution de Cousin

deEsur H‘n i
u_"""'Exu_}“ —Hug“n—}n .

de sorte que

N=p’ 0, CcEH( 0 .
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Denc
2.1.1) [, (@) = pE'X,0) #HOCX ,0)
[N _&.lrh o n.I._ nl“ ¥
ou encore, si ""u est lisse; géométriquement irréductible sur llr'q y 2E de genye g ,
(2.1.2) [, lex), = Pl g
51 1'on pose dx = |.1||rl'.v|!4|:~,._il‘:r y On a donc
n —— —— E'l
1 =f.l._j'l-'.dx 2 J'i.l'l-'. H i?(d't?}-n =Cll iv}q -
d'ol, par (I1 2.1.4),

Tie, @) = (TTa )™ EP e @0, 0ax,))

o (l=g)dim(F=)T7
aQ = e (B, ,(ax ) ) ’
2t la conjecture (II 2.3) se récrit
@1.3)  e(@) = o VNRERDT s L cex ) :

2.2, Caractéres additifs et formes différentielles.

Comment construlire unm caractére addiclf (mom triviall
*
B AE —— % E §
- Fo©
Velcl une méthode, On considére une forme différencielle rationnelle o sSur la
courbe X (lisse, géométriquement connexe) sur :I-‘q « En chague place v ¢ |?':¢| '
si f ¢ K, » on peut considérer le résidu ﬁt‘:l?{fl.-.l] € kiv), puis
Trhl‘.v”!‘p H.uv{t' w ) £ .'l-'p ot enfin,; s5i on choisit un isomorphisme
"
liu t I-'PJ-# ‘hpﬂﬁ ¥

former |!|ﬂ| Tr hl“l:fu} ¢e® . a partir de o) , on obtient ainsi, pour

Kiw)f IF

chague v , un caractére addicif de E‘v . Le point est que, grice a la formule des
(w)
résidus, la famille de ces caractéres définit un caractére additif de A/K .

De plus, du fait que le dual de Pontrjagin de A/K est K , comme on 1'a déjd

rappelé, 1'application qui & une forme ratiomnelle & assocle le caractére

1
K
[E,

des caractéres addicifs de A/K . Notons aussi en passant que, pour B = ﬁ-d 3

addicif “-'4.'-\ qu'on vient de définir est une bijection de () sur l'ensestle

e:v£|xﬂ| , ON &

(n) cf.[Serre, Groupes algébriques et corps de classes, chap. Iﬂ {(le corps de
base est suppose 1d algebriguement clos, mais on s*y raméne Facilement ).
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(2.2.1) n(ﬁ‘,} = yaluation en v de <)
d'ou la formule (III 2.3.1.1).

2.). Déterminant de H® et cohomologie de puissances symétrigues.

Solent k un corps algébriquement clos, X/k une courbe propre et lisse,
et F un Efftisnnu sur X ., On se propose de "calculer fomctoriellement™
det H“fl._E_‘.'.l « Pour simplifier, nous ferons 1*hypothiése
(2.3.1)  HO(K,E) = HAK,E) = 0 ;

51 on traite 3 part le cas des faisceaux ¥ support fini, et celui des faisceaux

conscants, on se ramdne facilement 3 ce cas par dévissape. Posons N=dim HI{E.EI.AIDH

(der #¥x,ENY = A¥ wlex,p)
14 ﬁHHI{K,E} se plonge dans l"espace iH H1{‘£.£I 3 lequel, par la formule de

2 2 0) y 5"identifie a HHHH- ﬂq E}

Kinneth (et grice au fait que H® = H
ol ﬂﬂf_ din ] pr:f' « Notons aussi gue H';‘{IH.IHE} =0Opour i # N . Observons
que le groupe symectrigue GLH opére de fagon naturelle sur l'.:li.'H ,#.IE.'I § oL
aussi sur HHHIEI,E} {par sgn(T)T ) , et que 1'isomorphisme de Kilnneth
e ulex,r) = o 2'E)

est équivariant. On a donec
(2.3.2)  (det H™(X,F)) = H“{f‘.nf'g?” .
Notons

w1 }tH — SrnH!t

4

la projection canonique. Comme w est fini, la suite spectrale de Leray fournit
un isomorphisme canonique G-':l =fquivariant
o @'e) = syt a'e)
donc G"‘
(%) H“tr'*.-“g?;“ = Wy k@0 .

Enfin, comme la cohomologie du groupe fini{.j; 4 valeurs dans un Q-vectoriel est

G

triviale, le second membre de (=) s'identifie canoniquement A HHISyon,(n!tEHEH "),

hiwy



Donc, compte tenu de (2.3.2), on obtient un isomorphisme fonctoriel canonique
5
(2,3.3)  (der B*X,E)) = W (sym'X, (n (@'E)) )

&

(2.3.4)  Hi(sya'%,(n @'E) ) =0

pour L # N . Katz fait observer que (2,.3.3) masque assez bien le fait que le

et

premiet membre soit de dimension 1 !
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EXPOSE V (19 février 1980)

1. Passage de !P a F"-'I a

Solent :n'.n une courbe propre &t lisse sur ;‘P y ConneXe, @t f., un faisceau
i=adique sur xﬂ « Un note X/F la courbe déduite par extension des scalaires a
upe clSture algébrique de l-']:L et F le faisceau image inverse de £-:~ gur X . On weut
calculer
(1.1) w(E) = dec(-F M 0OLENT .

Farfols, JE. est donnée comme courbe propre et lisse, péométriquement

CONNEXE Sur ‘.Fq (i.e. telle que :{u #_ F solt connexe), et i1 esc plus commode

B

de "roscer™ sur l-q + 2n ne considérant que le Frobenius Fﬂl relacif & Fq et

son action sur EI}. F , plutdt que de considérer Iu comme courbe sur IFP «0n a
besoin pour cela :quuvuir comparer les cohomologles de :Il:ul irp‘F (] ‘:-n ﬂ]_.ql-' g ainsi
que 1'expression au second membre de (1.1} avec 1l'expression analopue avec Fq "

'\l’u ir F . Tout d*abord, si q = p" . Epﬂ:{I‘q} ir F est un ensemble de n points,

q
dont le Frobepius absolu F est une persutation eirculalre
= | it e
(1.2) :-pen{l-'q,‘.l ﬂrpf = H:i:ﬁ;l.—l‘l Spec(F) —_— (En, FI = {%1) &
I1 en résulte que L".“ E:P,'F s8¢ décompose en
{(1.3) ¥ = X ﬁl__]-‘I _L.__..L :I{nll_.}' "
v Hu-{i'q.'ﬂl q

F énvoyant le composant d*indice i sur le composant d'indice Fi . On en déduit
une décomposition de H"EI,E] &n

(1.4) HX,E) = @ HY ,
ié¢ Hm{]"q,F]

L*accion de F par cransport de structure permute cycliquement les morceaux HT ¥
et £ induic un automorphisme de chague morceau HT » qui afest autre que 1*auto-
moT phil sme Fq définl par le Frobenius géomécrigue de ml{HFq}.

Lemme 1.5. Soient {1-’1]' une famille d'espaces vectoriels sur un corps K ,

L € &n

'!FJl : ¥V, —y une famille d*homomorphismes, et F 1'endomorphisme

A i*1’t € @n
de ¥V = 8 1.ri donné par la somme des Fi  de sorte que 1'endomerphisme F™ laisse
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stable chague vl « Alors on a,.pour ctout i,
(1) det(~F,V) = det(-F",¥,)
(11) der(1-Ft,v) = det(1-F"t",V,)
Noter que (1i) =p(i) (faire tendre t vers o ). Prouvons (ii). Quicte
i remplacer ?i par ?i L Hi - F1 par F1 # 0 , on peut supposer que tous les vi

ont la méme dimension. Par prolongement des identités, on peut supposer que

tous les Fi sont des isomorphismes. Par ailleurs, on peut supposer K algébrigue-

= =-1_=1
ul . "2 a vn pat F_F. , @CCu,

ment clos, volre K = @ . Idencifianc “1 a vn par F i

Oon S8 Tambne au cas ou v1 = vu pour tout i, F, = Id pour 0% i< n~-1 . Par

i

prolongement des identités, on peut supposer Fn- diagonalisable, ce qul rambne

1
au cas ol Vu =K, Fapg =2 € K . L*'identicé (ii) se réduic &

(x) det(1-Fr,¥) = 1 - ac” .

or F" = a , donc (K = @) F est diagonalisable et a pour polynfme caractéristique
t-a , d'oll (n).

Corellaire 1.6. Pour xn propre et lisse sur !h » Noctant F 1*image inverse du
falsceau f-adliyue £¢ sur ﬁn irb!l ou sur Hﬂ iI'F s BE [r"II le Frobenius relacif

a I; » OO a

det(-F .H"txn nrpr.gn = det{-Fq.H'{In nl,qr.gn

Remarque 1.7. La formule 1.6 n'est qu'un cas particulier de la compatibilité
des fonctions L aux images directes, ol 1'on considére le morphisme
Spn:{l-'q} — .*iper.:i.'l-'pL

2. Etude locale de puissances symoktriques.

241 Soient X un schéma sur un corps algébriquement clos K de car. p ., F un
faisceau sur X de A-modules plats, ol A est un anneau commutatif, de torsion
premiére 4 p . Soit n entier 2 1 . Sur x" , on pout considérer le faisceau

m" Y8 e pEE

sur lequel le groupe symettique {}h opbre de fagon compatible avec son action

sur X" . Soit sym"X l'espace gquotient de X" par {3; . potons
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mor X" —— Swﬂf!{}
la projection canonique. L'action de 1'3'; sur (X", f{! donne une action de "‘5"1'_]
sur n_(&'F), on pose
e G;
n n
(2.1.1) o () = (m (x"E)) :
Dans le cas o X = Specik),
n n
1:'“ (F) =17 {1-_'_}
est le module des tenseurs symétriques de degré n . Nous examinerons plus loin
n
la structure locale de I';“ -
Rappelons le cas particulier important rencontré em (IV 2.3) :
Froposition 2.2. Solent X/k une courbe lisse, compléte, et F un ﬁ!-r:iscnu

d . Alors on a @

sur X tel que HO(X,F) = H(X,F) = 0, et dim H'(X,F)
0 si ird
.
H (Sym L'I.'I.I::“(EJ}

d .

AR OLE) sid

{11 s*agit bien sir ici de la variante de I*“:' relative aux Et-faismau:. U
1'on peut définir, & partir de (2.1.1), par passage a la limite).
2,3, On se propose d'étudier la structure locale de (Sym" (X J.I';'l:I:EJ]I ruand
X/k est upe courbe lisse. Rappelons d'abord le faict bien connu suivant :
Froposiction 2.3.1. 3Soit X/K une courbe lisse. Le schéma Ern"l.'x}l PS5t canoniquomeni
isomorphe au schéma Div'(X) des diviseurs (effectifs) de degréd n sur X .

Flus précisément, la fléche %" — piv"(X) donnée par
[11.....1n] r—ﬂifxt {aprés extension a une base quelconque 5) est {;:—équi?irian-
te et fournit un isomorphisme
(2.3.1.1) Sym (X} —2» Div"(X) .
On le démontre en construisant ume Fléche inverse de (2.3.1.1) (5GA & XVII 6.3,9),
Bornons-nous a le wérifier pour X = Spee(k [T] ). On a alors

Sym'(X) = Hpecfk[ﬂl,....mn]@:’} = pec(k [ul.....un], 1

ol les u, sont les fonctions symetriyues élvmentaives des X, . DPaulre part, la

i
donnse d'un élément de Div (X)) équivaut 4 celle d'un polyndme 3 coctficient

domipnant 1 s + sn_l'r e ® T y de SOTLu qua

Jaea
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Div (%) = Spec(k [P I | I
Or l*application (2.3.1.1) enwvoie dn sur E-l]nlﬂ s d'0li le rdsulrtat dans Ot cas.
Corollaire 2.3.2, 51 X/k est une courbe lisse, Sr’ﬂn(ﬂ} est lisse,

En effet, Div'(X) est lisse, car il n'y a pas d'obstruction i relever
infinitésimalement des diviseurs sur une courbe.

11 est facile (et mous sera utile plus lein) de décrire 1"espace tangent
i E-]rln{:{_] gn un point :
Corollaire 2.3.3. Solent X/k une courbe lisse, et D un point de Sym"(X) défini
par un diviseur (effeccif) de degré n . Alors l'espace Cangent TS}!I“[H}..D
4 Sym'(X) au point D est canoniquement isomorphe A Ho(x 0(D)/0).

Vu 1'interprétation de Sym"(X) comme espace de diviseurs, i1 s'agit
d'un cas particulier du résultat bien connu donnant l'espace tangent au
schéma de Hilbert en un point Y comme HO(Y,N,.) ob g‘. est le faisceau normal
let ¥ =D, et N, ™ UCD)/Q . On peut retrouver ce résultat élémentairement
@n cherchant & prolonger D= X en un diviseur (relatif) sur X & klel. s1 ¢
est une équation locale de D prés d'un point, une deformatlion de D prés de ce
point est donnde par f + &g , modulo un facteur inversible 1 * £th , ce
qui revient & remplacer g par g * hf . On trouve ainsi un isomorphisme entre
1'espace des prolongements locaux et 0/(f). Mais cer lsomorphisme dépend du
choix de 1'équation f . Or on observe que, 5i 1'on remplace f par A f () inver-
sible), et g par e I;'_'II'; ne change pas et 1'élément de f‘lﬂ_.J'E correspondant
ne dépend plus que de D , On trouve donc comme espace des prolongements de D

=) (2o do, = W°(x, 0(D)/O) .
% £ SuppiD) LT

Remarque 2.3. 4., Les calculs précédents peuvent se faire "avec paramétres",
et 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 se géndralisent a ume rcnurhu lisse sur une base 3 .,

2.5, Soflent X/k une courbe lisse, et D '1 n[l‘*,i £ '-iyl“ﬂ{}. les P, écant

Bl i
..M n N,
distincts. A quoi ressemble Sym (X) prés de D 7 Happelons que Sym (X) = X #Jn "

(-] que D (5 14 l'lmul.ﬂl du Pl:l-i.l'll.'- P = Erljlll-|F1|F2|lli|l’1.ll-} fl' .\':n " ﬂ':l P!. a5t

repéteé n fois. Le stabilisateur de P Eltlwwn » Or on a le résultac général
i

suivant i
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Lemme 2.5.1 (S5GA 1 V 2.2). Soient ¥ un schéma sur leqguel opére un groupe fini H ,
¥ un point de ¥ , Hr'r le stabilisateur de ¥ . Alors le morphisme canonique

‘HHT —r ¥/H 25 écale au voisinape des imapes de v .
n

Dans la situacion ci-dessus, si 1%on note D, = n Pi £ Sym lﬂh la

i i

fléche canonique
@.5.2) T sym Y0 —= sy)
qui envoie fﬂl Hn.ﬂr] sur D ; &st donc Acale au voisinapge de {'Dl.....*ﬂl_} &
Dans la suite, cette remarque nous permettra fréquemment de nous ramencr au
cas d*un diviseur de support réduit & un point.

sous les conditions de 2.5.1, supposons que F soit un faisceau drale
gur Y o Alors, si ¥ L ':'!I-Tr —-L-a-‘r.*!-t gont les fFleches canoniques, 1"appli-
cation canonique (ol = § o'}

{ﬂ;g:n“’" — *n B

est un isomorphisme, pour la topologie étale, au voisinage des images de y .
Em particulier =

Corollaire 2.5.3. Localement pour la topologie étale, (5 yu"{:l: Yi r:.:: (F}) est,

LI | n
prés de D, isomorphe & €1 1Sym *(X), @ T;!:EFH privs de (D ,....0,) .
I 1 On notera que, tandis que Sym (X) est lisse, les faisceaux

l':“:lfz.'l. meme si F est lisse, ont en gpénéral des singularités. En effet, sup-

posons d*abord que D = nP ; et calculons la fibre de I:::fg} en D . L'uninque

point de X" au-dessus de D est le point (P,.s.,P), done

n 2 n I
Texe® = CTE)p, gy =T )

En genéral; si D =anEL ; les F'i étant distincts; on aura
n
" n = i
I:l!l-.nli-:l'l-l.j I:ItEEJtJ o H r E'EP J [

i
2t le rang de l'l':'::{_F_}u va varier avec D . La foreule (2.5.4.1) montre aussi que,

si F est un faisccau de A-modules plats, il en est de mitpm e I';:‘:{_I':L

. Cas d"un faigevau e ranpg o6, non rambl o,

341 119 iolent K un corps alpébriguemsent clos de caractérisiique p, X0k ums  courbe

propre ot lisse,connexe f un faisceau f-adinque sur X , non ramifié, et de rang 1 .
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Drapries (2.5.4.1), I:::{E} est alors de rang 1 en tout point. En fait, I:x:{EJ
est méme lisse (= localement constant) de rang un, comme on le vérifie aisdément
a 1'alde de 2.5.3, en considérant les fléches de specialisation. Supposons de
plus que 1*om alt =
(.. B = =0,
de sorte que, par la formule d°Euler-Polncaré,
(3.1.2)  dim B (LE)=2% -2 ,
oli g @30 1z genre de X ., Notons en passant que (3.1.1) entralne que 1'on
a g >0 : en effer, si 1'on avait g = 0 , F serait constant car r1 est simplement
connexe,; donc H"{xtg} seraic de dimension 1 .

Dans ce cas tres simple, pous allons pouvoir calculer complétement
det H“IKnE}. Bien que ce calcul ne condulse pas & des résultats nouveaux, nous
allons le faire en détail, car la méme méthode nous servira plus tard & traiter
des cas plus compligués.
3.2, Le point de départ est l'isomorphisme canonique (IV 2.1), 2.2,
(3.2.1)  (der WUX,ED = € Py 200, P82y
On va d¢tudier le second membre & 1'aide de la projection canopnigue

(3.2:2) £ 1 Syn O o(x) — )28 x) = 2672

2g=2

L3
ol J ¢st la composante de degré 2g-2 de Pi:x & Srmzl-zfﬁl étant bien entendu

fdentifié & DIvE R 2(X) par 2.3.1.

54 L est un faisceau inversible de degré 2g - 2 sur X , la fibre de f

au-dessus du point correéespondant de ng-z s¢ compose des diviseurs D tels que

EK(B}-:L-I., f.e. des sections globales de L. , ¥ O ¢ modulo homorhetia,
En d'autres cermes, avec la notation de Grothendieck pour les fibrés prejectifs,

(3.2.3) £l

w =ew’x,n’ ) .
Calculons la dimension de cette fibre. On a
‘ILI‘.I'..L}"I-E.* (Zg = 2} ,

donc
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dim HOOG,L) = g - L+ dim kL) =g - 1+ % aLh

=1 =1

1
i curum ﬂx R L est de degré O , ou bien ﬂ; &L~ est trivial, ec alors

ne =1 ¢ OU bien Q}igl est mon trivial, et h” = 0 , Donc !
Lemme 3,2,4, SiL= Q; s alors dim HGIH.L} 2 g , ¢t donec dim f'-l{!.._} ==l .

1 -
51 L#ﬂx » alors dim H“ELL} = g=1 , donc dim f I{k.'l = g=2

En d'autres termes, en dehors de la classe canonique K £ o » la

fibee de £ est 572 , tandis que la fibre de f en K est @571 . En falt, 11

n*est pas difficile de montrer (cf. exposé suivant) que, hors de K, [ est un

2g=2

fibré projectif de rang g-2, et que, pras de K, Sym (X) est le sous=scheéma

défini par E tlxi = 0 o, ol {111 est un systéeme de
i =]

coordonnées homogenes sur Frl .14 I.'L1:I un systéme de coordonnées locales sur
2g-1

. E~1
fermé de @ }JEE'I

J en K .

Comme upn espace projectif est simplement connexe,; le faisceau localement

constant I"“E 1t_[-'.'l SUT ng“' {(X) est constant sur chaque fibre de f . Plus

précisément, la fléche canonique

Ig-2 2p=2
€3.2.5) t"t‘!!;ﬂ (B)y—=p:1’ = (E)

est un isomorphisme, et

ig=1
C=fl o E)

esc localement constant de rang 1 sur .F'u-'“l'I  De (3.2.5) résulte, par la formule

de projection, gque

2g=2 - i
(3.2.6) R f:!';“ (F)=GaRf 1

Compte tenu de la description de f donnée ci-dessus, on a

I',I!(-i.f.i!} sl | est pair et 0< i €2(g=-2)

1 :.?]Hlf‘qt = l.'r!f-l.'g-l]] en K prolongé par zdéro ailleurs si i = 2{g-1)
i sinon .

2 G) = 0 pour tout i .

2g=1

Lesme 3.2.8. ﬂnaH(..Tzr

.E;.!

En effec, posant J

1#°02,8) = WOy ), 25 )

ELTA
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donc, 5i g > 1, Hn[J,EJ =0 par 2.2, et si g =1 , H°(J,G) = 0 par hypothise
car J = X et G = F . Comme G est localement constant de rang 1, il s'ensuit

que Hi{J-EJ = 0 pour tout i

Pour la démontrer, on peut par exemple se ramener au cas oii k = €, et
utiliser J(C), suni de sa topologie classique, pour calculer la cohomologie. 5i
HO(J(€),6) = 0 , il existe o € 7, (J(L),0) agissant non trivialement sur la
fibre en 0 du faisceau localement constant G . Seit +(t) (O stx 1} un che-

min qui représente o . La famille continue d'applications

.t : JIE) JIE) : x vo———ax + ) se relive au faisceau G :
on a :: i :: G = G . Les {:‘.::} agissent sur H.{.J!{l_'_i_::} .En £ =0,

donc toujours, 1'accion est triviale. Em ¢ = 1 , 5, = Id., et s: est la mulei-
plication par A # 1L . Sur H‘{.Tu::l. G) , la mulciplication par %} est domc
1'idencits t on a H =0 .

Considérons la suite spectrale de Leray
(3.2.9) E;j - HifJ.ijlT;iE'z
Compte tenu de 3.2.6, 3.2,7 et 3,2.8, le seul terme E;j non nul esc

X 1g-2 2p=2
E) => Wy P00, EN .

2g=2
E.g' L Gy (-(e-1))
Mais, d'aprés (3.2.1) et la définicion de G ,
o = uogel . 5%

ot 1kl = pea®(x, 5'21}'} est le systéme lindaire définil par K . Em conclusion :
Théoreme 3.2.10: Sous les hypothiéses de 3.1, il existe un isomorphlame fonctoriel
canonique

(det H (x,E))"" = WoCIK], I':!i:-z

{E_:l“:l'ﬁ}r
oi |Kl est le syschme lincaire {3EE-1} défini par 1a classe canonique K .

Noter que H“l.'ll:i . f‘zg.z{E}}l peut encore s'interpréter comme la valeur

exL
2p=2

constante de T
ext

(F) sur |Kl.



