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SEMINAIRE DE P. DELIGNE A L°*IHES 1980

"LES CONSTANTES DES EQUATIONS FONCTIONNELLES
DES FOMCTIONS L *
EXPOSE T (15 janvier 1980)

1. Happels sur les 11-f-il|:u:.ur..

Soient lr'q un corps fini de car. p, F une cloture algébrique de I"q -
(Réomdtriquement connexe, ;
xu;rq une courbe propre et lisse YX/F la courbe dédulte de X, par extension

des scalaires. Rappelons la définicion d'un ﬂl-fillntm SUT '.'lu .

l.l. Aspect galoisien. Soit :u le corps des fonctions de X, + Notons K une
cléture séparable de Iu . E est rédunion de ses sous-extensions galoisiennes
finies K, , on note G-l(f,"r.uj = 1!_- G-l[&flni ke groupe de Oalols correspon-
dant. Soit li 1"ensemble des points fermés de :{n j ceux=cl correspondent comme
on sait aux places de K_ . 51 v est une place de K+ notons ﬂ:ﬂ]v le complété
de Hﬂ en ¥ + 51 w est upe place; au-dessus de v,; d"une extension finle Ht. de t“

comme ci-dessus; le groupe D

3 = t::.ll.'l:‘._‘,l'l:n .v:‘{“ l:__‘ est le complété de K

o

en w) est par définition le groupe de décomposition de w (c'est encore le
sous-groupe de Gllf‘ffﬂql laissant fixe w ., Il s'envoie sur le groupe de Galois
de 1'extension résiduelle ki{w)/k(v), et par définition le noyau I:-L L it le

sous-groupe d'inertie en w @

(1.1.1) 1 —¥ Iu,u — G"““.;,u-""'a ﬂ}—r Gal(k{w)/ki(v)) —+ 1 .

Rappelons que, pour uneé extenslion I:“ donnée ; I"t . o5t trivial pour toute place
L]

v sauf un nombre fini. Passant & la limite sur les K, , on déduit de (1.1.1),

pour une place w de K au-dessus de v , une suite exacte de groupes profinis

(1.1.2) 1 —ilu—lﬂu——iﬂiltk!vﬂh(#]}—hl "
(=)

ol nH’ (cesp. IH:I @st appelé groupe de décomposition (resp. d'inertie) de w .
Les places w au-dessus de v sont conjuguées par Gal(K/K), qui conjugue entre

aux les D,
L0
Par un l.!rhhﬂuu F sur l:n on eéntend les donndes (a) et (b) sulvantes &

(a) un Ill-elpl.:e vectoriel de dimension finie g » muni d'une action

{continue) de Gal (E,fl:ﬁ,‘:  telle que, sauf pour un nombre finl de places v ; le
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groupe d'inercie Iu de toute place w au-dessus de v agisse trivialement. Cette
condicien signifie gu'il existe un ensemble fini 5 de places de Hb tel que
1'action de ful{fﬂn} se factorise & travers le quotient l}.lﬂ;“r .sﬂn"’ s Ol
K“hs désigne la plus grande sous-extension de K non ramifiée en dehors de 5 .,

(b) Notant, pour chaque place v de K_ , ¥ une place de K au-dessus, on
se donne, pour chague v, un Ilﬂsp:ue vectoriel de dimenslon Finie F_; muni
d*une actlon (continue) du groupe de Galois de 1'extension résiduelle

GCal(k(Vv)/k(v)) = & ot une application linéaire Fer #— F— , équivariante
=X —~

pour 1'homomorphisme naturel e Z (1.1.2) , dite fliche de spéciali-

sation. On exige que cette fliéche solt un isomorphisme sauf em un nombre fini
de places (condition qui contient d'ailleurs celle de (a)).

Rappelons enfin qu'on a deux pénérateurs naturels de l:-al(l-‘.l'lr'q.l = :
1"automorphisme p 1 :r--q'r:q  dit Frobenlus arithmétique, et son inverse F = ﬁ-lr

dit Frobenius géomdtrique.

1.2, Interprétation tepologique. On peut voir Spm:{}'q}, qui est un K(Z1), comme

un cercle € ., Spec(¥) en est un revétement universel, qu'on peut donc se repré-
senter comme une droite, ou, ce qui revient au méme du point de vue homotopique,
commeé un point=-base dams C . Dans cette optigque, la courbe :r:ﬂ,rrq s"interpréte
comme upe variéré (de dimension topologlgue 3) Fibrée en surfaces de Rlemann
sur C ; X est la fibre au=dessus du point=base. Un point fermé de xn s Tationnel
sur ]-'qn. ¢ correspond i une quasi=section étale de :l'.uﬁ: - de degré fini
(divisant n) . La représentation gir cl-dessus (a) correspond
a un falsceau localement constant sur le complément, dans la “variété" In d"un
ensemble finil 5 de quasi-sections étales; i.e. 4 une représentation du groupe
fondamental 'J'l'lﬂiu-ﬁ}i « Pour interpréter (b), 11 est commode 4'imaginer I'.'.‘.r

comme un volsinage tubulaire '1“r de la quasi-section édtale 5" correspondant

i v , privé de Ev « Une extension Finle de Hn donne ‘l'=I fini sur ‘.l:':|I y BE une
place w au-dessus de v 25t une quasi-section étale de ‘I’n au=dessus de v , Le

groupe de décomposition I!1I|I @St le sous-groupe du groupe d'automorphismes de



t'nfxu qul laisse stable cette quasi=-section S, » et I le sous-groupe de D,
qui agit trivialement sur le revitement SJE., - Ainsi, 1'homomorphisme

D= —> & (1.1.2) apparait comme 1'homomorphisme Ky (2 =8.) —»%,(T ) =
r"'l':sv} induit par 1'injection de T -5 dans 5, dont le noyau est le groupe
fondamental de la fibre de T -5 —»8_ au oinf v de 5« La représentation i
correspond 4 un faisceau localement constant sur 8, v et la fléche de spécia=
lisation —,&F_E i un morphisme de la fibre de Ee faisceau en v dans les
invariants de Fz sous "1'inertie en v" , compatible i l'mction du groupe
fondamental de 5_ .

¥

L)
1.3+ Prolongements canoniques. Etant donné un objet ﬁiu. type (a) (faisceau
localement constant sur Iu-ﬂ }Jy i1 ¥ a deux maniéres canoniques de le prolonger

en un ﬂrfliu-m sur X ¢ (i) image directe,
I

est l'inclusion) : consiste & prendre _F_; =y " (invariants sous 1'inercie),

notée _t'l."l-'.‘l (oh § 1 X = S"-—-l-!n

avec 1'action naturelle de Z , et pour fliche E5 = Fp = V 1'inclusion

naturelle ; (ii) prolongement par zéro, noté §,V 1 consiste A prendre E=®.0 ,

L4, Fl*fl.llc!w::- Dans la suite, on considérera plutdt des Tl-flimuu: qui
des Ql-fliﬂcnu:r.. Rappelons ce qu®on enteﬁd par 14, On a d*abord la notion de
Ey ~falsceau, ol E, est une extension finie de L' méme définition que pour
un ﬂ-I-hllcnu. avec I}l-ranph:& par E.l « Un Fl-t'lin:uu est simplement un
E.l -faisceau pour une extension E'-,,' =gconvenable : ean d'autres termes, un Systhoe
de représentations du type (a) et (b) cl=-dessus, avec 11 cemplacd par iI  mais
dont on exige qu'il admette une E, -structure (question : une telle structure
existe-t-elle toujours 7).
L.5, Faisceaux de rang un standard. Soit E une extension finle de ul + La

) unité t de E
donnée d'una définit un caractére de r.lllflif‘.lr'qi de degré un, envoyant le
Frobenius géométrique F sur ¢ , d'oil, via 1"homomorphisme canonique

= - de rang un
l:-.l{l:fliu'.i —-}G:‘L{H‘Fq] E |;n El-faiucuau sur X_ . localement EEII_IWE:IH:&
C

(1.5.1) il .

-e falsceau est “"gdométriquement constant™, {.e. devient constant sur X .



En chaque place v ; le générateur Fu (Frobenius géomérrique) de Gal(k{(V)/ki{v))

= ¥ agit sur la fibre EI par smultiplication par t{u{ﬂ:l‘q] s

Le cae particulier le plus important de cecte construction est celul ol

1'on prend t = q"' . Le falsceau correspondant est noté iln;l . 51 F est un
T,-faiseeau, et n € Z , on note E(n) le faisceau F @ T,(n) , oi T (n) = 7 )"
- ™™

I s

2., Fonctions L .
On se place désormals sur Fp plutde que sur !;l « On note .'1t~':|l.F‘.l-'I:I une

courbe projective lisse (connexe, mais non nécessalrement gédométriquement connexe).
2.1. Soit F un Ei-fliﬂ:ﬂlu sur Iu » La fonction L associéde &4 F est par défi-
nition 1l produit infini
(2.1.1)  LEE,I) = | | dec(u-p 1 98(Y) ¢ y-1

i —|-l W v j_“.
étendu aux places v de X . (Penser AT === p ), On a L(E,T) ¢ iI Uth . 11
est commode de "lire™ le second membre comme

T el S 3 ) [Py
| ldeeqr-F E* )

Ll
notatlon qui a priori n'a pas de sens, mals traduit le comportement de la fonc-
tion L quand on tord F par un faisceau (1.5.1) 1

z.1.2) L?

+T) = L(F,tT) .

51 ¥V est une représentation de Gll{'ﬁtn} non ramifiée en dehors d'une
partie finie 5 de L alors ¥V définic (1.3 (1)) un I&-f;i::tlu jlﬂ sur X_ . On
convient d'appeler fonction L de V 1la fonction L de jlv ; Quon notera
simplement L{V,T). On a donc
| :In:{l-t-‘?‘l'.ﬂ 50 &

v
v * S ¥ { s l:hl:l:l-*i'?'r.? } -

Rappelons le résultat fondamental =

(2.1.3) L(V,T) =

Théoréme 2.2 (Grothendieck). (i) Pour tout i'l-rl.ism-.u E sur X_, la fonct ion
L(F,T) apparcient & il () .

£i1) Si V est une Teprésentation de G;l{iﬂiﬁ} comme ci-dessus, et U
désigne la représentation contragrédiente, alors on a

(2.2.1) L{v,T) = &(V,T) Ll'"l"fl.'ll.'['ql] »



ol EV,T) est un mondme,

Remarques 2.3. D'aprés (2.2 (§)); ow peut définir
(2.3.1) L{F} = L(F,1) '

ce qui permet d'écrire

(2.3.2) LEET) = LT

(i.e. donne un sens 4 la convention d'éeriture mentionnée en 2.1). La formule
(2.2.1) se lit alors
(2.3.3) LV} = £00,10L0V° (1))
On posera
(2.3.4) elv) = E(V,1) .

Le but du séminaire est de calculer &(V) . Nous expliguerons plus loin ce
qu'on entend par la.

2.6 Généralisation. Observons gque LLI;“_.T'IZI —3 1 quand T —= @ , de sSorte que

(2.2.1) faic apparaitre £(V,T) comme le monome asymptotique & L(V,T) quand
T—> w. Cela suggidre de définir £(F,T), pour un El-fl.hl:uu F quelconque,
comme le mondme asymptotique & L(F,T) quand T —» @ . 5i F est lisse'™
en dehors de 5 , et si F, est le prolongement par zéro de F I‘xu-s » ON &
| deglv) =1
() L(E,T) = LE,T) | o deci-F T ?
ol
Ao _p pdeglv) _ =1
L{EE-TJ " viS det(l Fv'l.' '—E;r'} "
Prenant les parties asymptoriques des deux membres, on obtient la formule
suivante pour &(F,T) :

deg(v)

' =1
L {is l:ttl:fl-Fvl' ..E;! "

(2.4.1) e(F,T) = EL’EE,TJ
2.5, Rappelons maintenant la formule cohomologique de Grothendieck pour & .,
Notant @ncora F le faisceau image inverse de F sur X , on dispose des groupes
de cohomologie I-adique Hi{:-l.gl. sur lesquels le groupe de Galois c:.lurrpj
agit par transport de structure, et en particulier le Frobenius géomitrique
F ¢ GJI{H'FPJ « La formule de Grothendieck (qui précise (2.2 (1))) est la

sulvante @

(%) on dira aussi "non ramifié"



iu;

viics ; LB
(2.5.1) L) = | J@er (1-FT,H (X)) i (%)

Dans la suite nous utiliserons la convention sulvante. 5i f est un
eéndomorphisme (de degré zéro) d'unm espace vectoriel gradué V' , nous peserons
(2.5.2)  Te(e,W) = Z (-adTecety

= iy
dec(f) = | | decce,vh) i
Ainsi, avec cette convention, L(F,T) s'éerit det(1-FT ,Hl{x +F) }'l g
Par définiction de Z(F,T), (2.5.1) entraine :
(2.5.3) & ,7) = &(p,1)r"AKE)

avec

€(F,1) = det(-F,H"(X,F))" ;

2.6, Conjecture. Le probléme essentiel qu'on a en vue est de calculer

t(E @ G) en termes de g£(F), £(G), et d'informations lecales sur F, G . Pour
énoncer commodément la conjecture que nous avons 4 ce sujer, nous dtendroms,

de manidére dvidente, les définitions de L(F,T), €(F,T) aux "faisceaux virtuels",
i.e. aux éléments du groupe de Grothendieck de la catégorie des il-f:iacmux
gur :l:_‘,|| 1 sl F = Z "iEi est un tel délément (ol les El Sont des faisceaux
ordinaires), on pose

i

n i
LED =T, n ' , eEgn= Ten! .

Le produit tensoriel dans la catégorie des il‘flliﬂlul définit une opération
@ sur les falsceaux virtuels : si F '2'151 et G 'In}ij sont deux faisceaux

virtuels, alers F @ G .zui"j {Ei ] Ej] .

51 F est un El-fiilcilu virtuel, on définit de manidre évidente son
rang, une fonction constructible sur In y qui en chaque place v, es3t la dimension

de F= (= z n, dim ). D'autre part, emn chague place v, on définit la

L
chute totale de F en v

(2.6.1) a (E) = daimFr - dim(Fz) *+ Sw_(Fp)

_u L]
ol 5"’-: a5t le conducteur de Swan en v (on sait que cet Invarlant est additcif

par rapport aux suites exactes, donc passe aux faisceaux virtuels). Cela posé,

of peut énoncer 1

* L'automorphisme F de I-Ii't:f..gl est aussi le composé de 1"homomorphisme

image inverse H' (X,F) -rHt{l.F“g} (ols F est 1'endomorphisme de Frobenius de X)
et de 1'homomorphisme HUX,FF) —> H'(X,F) donné par 1'isomorphisme canomique
F’.F_ 26 F ("correspondance de Frobenius™).
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Conjecture 2.6.2. Solent F, G des faisceaux wirtuels de rangs O et de chutes

totales nulles en toute place, tels que les lieux de ramification de F , G

solent disjoints; alors on a

E(Fac)=1

*

Cet dnoncé est & rapprocher de la formule de Langlands-Weil U-J. Nous
pensons pouvoir dtablir la omjecture dans le cas ol F et G sont modérés.
[11 As Well; Dirichlet series and automorphic forms, Lecture Hotes in
Mathematics n® 189, Springer=Verlag (1971).
(Cette monographie ceprend et compléte 1'article de Weil, Uber die Bestimmung

Dirichletscher Relhen durch Funktionalgleichungen, Math. Ann. 168; p. 149-=15%6
(1967 ) ).



EXPOSE II (22 janvier 1980)

0. Addicions 4 1'exposd I .

0.1. Soic v £ Il:ui {notations de (I 1.1)). On a aussi la notion de
Ei'fl.il:ﬂ‘llu Sur Spll:!,'ﬂv] y OU I:lir @5t l'anneau des entiers du corps local In.v .
complétd de 'l:tII éen v . Du polnt de vue galoislen, un il*fiilﬂl'l.l sur Epulr.-{uvj
consiste en la donnde d'une Teprésentacion f':l de Glll{"ifvf‘i:v} {on i'v est une
cloture séparable de R“J dans un il-u{::nthl de dimension finie, d*une
représentation E; de Gal(k({v)/k(v)) (ol H{:Jfﬁ(v} est 1'extension résiduelle
de EJH?:I dans un il-vu{.'l:ntitl de dimension finie, et d'une fléche de spécla-
lisacion E-r_. F ﬁ  fquivariante relativement & 1*homomorphisme (surjectif)
Gllf?vfﬂv} — Gallk({v)/ki(v)) (= &) (on exige que les représentations solent
en fait définles sur des extensions finles de ﬂI s ot soient continues).

Un il-hlll:uu F sur Iu fournit un 'ﬁ'Iut'ihnnu E,, sur Epu-nmv}
pour tout v € [X_| .
0.2, La constante i.{g} dfn E(F,1) (I 2.4) est multiplicative en F : si

0= F' = F =P F" = 0

est une suite exacte de El-hiunm: sur X, 4 on a
(0.2.1) ciF) =" gfP') E[F™) .
Cela résulte immédiatement de la définition (cf. (I 2.5.3)).

1. Rappels sur la théorle du corps de classes.

1.1. Corps de classes local. Selt H.v un corps local (complet pour upe valuacion

discréte et 4 corps résidusl k = kK{v) fini) (on s"intéresse surtout au cas
d'égale caractériscique, i.e. des corps Iv de 0.1, isomorphes au corps de
séries formelles & une variable sur un corps finl). Solt ‘I" une cloture
séparable de h'.ur « Le groupe de Galois rendu abéllen Gllfivjtvjlh ne dépend
que de Ii? (si E,:r est une autre cldture séparable, on a un isomorphisme entre
Gal If“,r‘ﬁ“i et Gal ff;ﬂ:v} bien définl 3 un automorhisme intérieur prés). La
théorie du corps de classes local fournit un isomorphisme canonique
= ab o~ L T
(l.1.1) n;t(t\;t?} ---—-r-{liv} P

ou {E:J" est le complété du groupe multiplicatif H: de K, « Observer que les



]'ll.!

deux membres de (l.l.l) sont de fagon naturelle extensions de Z par un

groupe compact, Il est commode d'introdulre le groupe de Weil H{Ev,"r:v.‘.l ¥
sous-groupe de Gal FE?IK‘F} formé des éléments qui induisent sur Gal (k/k) (ol
k/k est l'extension résiduelle) une puissance entibre du Frobenius. L*isomor-
phisme (1.l1.1) induit un isomorphisme

ab . |
(1.1.2) W@ k)" ——k

rendant commutatif le carce

(1.1.3) 1 L valuation
Wikik) = s ZE

ol la fléche verticale de gauche est la projection canonique sur le sous-groupe
Wik/k) de Gal(k/k) formé des éléments qui sont puissances entiéres de F , et

la flache horizontale inférieure est 1'isomorphisme donné par Fj—» 1 .

1.2. Corps de classes global. Soit K le corps des fonctions d'une courbe H‘u
propre et lisse, géométriquement comnnexe, sur un corps fini (corps nocé K,
dans (1 1.1)). Introduisons le groupe de Weil global W(K/K), sous-groupe de
Gal(K/K) (ol K est une cléture séparable de K) formé des éléments qui induisent
une puissance entiére de Frobenius sur E‘.:IEF."FQ} (= Z') . Seit A 1'anneau

des adéles de K (produit restreint de la famille des K, o ¥ 'quu s qui contient
K plongé diagonalement. La thédorie du corps de classes global affirme qu'on

4 un isomorphisme canonique

1.2.1)  WEMOY —p A¥k®

(le groupe i"!l!:’ est le groupe des classes d'idéles). L'isomorphisme (1.2.1)
est compatible aux isomorphismes locaux (l.l.l) dans le sens suivant. Soit

v £ 1X_ |+ plongeons E‘r dans Eﬂ, de sorte que {:alffvf‘p‘.vj s'identifie au groupe

de décomposition du prolongement correspondant de la place v . On a donc une
injection Gal(K /K ) dans Gal(K/K), d'ol une fliche de Gal(K /K ) dans
L L

Ell[i."l]lb » Gui ne dépend plus du plongement choisi, et indult une fléche

canonique
_ ab _ b
(1.2.2) HE K  — WiE/K)2 .
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Cela posé, on a un Carré comsutatif

(1.2.3) "":Ev*"r"“ ailele2) o K
:1.2.211 )
(1.2.1)

H{iil.::llh ~ .'_L“.FF': :

ol la fléche verticale de droite envoie 1 sur 1'idéle qui wvaut 1 &n v &t O
allleurs.

2:; Existence de constanteés locales et formule conjecturale pour € ,

On désontre dans [ 1 ] le résulrar suivant :
Théoréme 2,1. 11 existe une et une seule construction associant 4 un gquadru-
plet fl:v.E,ﬁtfs] (ol K“ @st un corps local comme en 0.1, F un il-fli SCEau
sur Spacl'.nvj y B un caractére additif non trivial de "r‘v 4 valeurs dans E: ’
et dx une mesure de Haar sur K (considérde comme i valeurs dans EI” une
"constante locale™
(2.1.0) £(F A, dx) € i‘;
de manidére que les conditions 2.1.1 & 2.1.4 ci-aprés solent satisfaites :

¢ P Ny E,(E,.ﬁ,d.u] est multiplicatif en F , i.e. si

0 —+F' —2 F —F"—20
est une suite exacte de iI-rfl‘llc-m sur Spec(0_ ), on a

E(E hydx) =  E(E",h,dx)E(E", B, dx) :
(Commentaire : cette condition entraine des simplificacrions de deux sortes :
a) Tout faisceau F s'dcrit comme extension

0—> " E —+ E—i "F—0 ,
ol i (resp. j) est 1'inclusion du point fermé s (resp. du point générique v Ji
de Spec{0_) (en termes galoisiens, c'est la suite exacte évidente

0 —s EL—i,uJ — {g_?f_;:r —_— m.g;l —30 ),
de sorte que £ est déterminé par ses valeurs sur les F concentrés sur 3 ou
sur s .,
b) Pour un faisceau F concentré sur 1 (= Eih le seul cas intéressant est
celul ol la représentation correspondante de Elliijlﬂl est semi-simple : en

effec, si E" st la représentation semi-simplifide de F (donnée par les

quotients d'une suite de Jordan-Holder), on a E(F ,Adx) = E.{E“,ﬁ,:h:}

(x) plus généralement, un faisceau de Weil, cf. commentaire cl-dessous.
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Dans le cas d"une représentation semi-simple, 11 résulte du chéoréme de mono-
drozie local que le sous-groupe d'imertie I agit alors sur F (= ETT} i Lravers
un groupe finl. Dés lors; si au lieu de travailler avec des il-fai.lclnll. on

travaille avec des falsceaux de Weil (définis comme les il—fﬂ,uuaul. mals

avec Gal remplacé par W); la topologlie de EI n'apparait plus, car le groupe
qui opére est un quotient de Hﬁ#lﬂ?}. extension de Z par un groupe fini (queo-

cient de I).

2.1.2. 51 F est concentré sur s (F = mrﬁ,” '
£(F,8,dx) = det(-F,F=)"" -
2.1.3. Soit F le falsceau _1!5{ § Ol IT, gst donné par un caractére

F"I Hffq}l:?}—ri: + Alors, pour toute fonction f sur tﬂ, ¢ localement
constante et & support compact, on a la formule suivante (dont les termes

seront définis ci-dessous) :

@130 LT [0 g ds = eEaban(O ™ [ feoxeds .
Dans cette formule 1{11"-,;_:- factorise A travers Hﬁv,’t?]m , donc par la
théorie du corps de classes local (1.1.2) peut &tre considéré comme un homo-

morphisme de K: dans E; s o8 qui donne un sens & ’)‘.Eﬂ .

(i4) Lf‘,‘.l’-} 1 [l st % n: ramifié (l.e. non trivial sur {l:.'l
(1= ?_[ﬂ'”- gimon ( X = une uniformisante) .

(1i1) x' désigne le caractére x]-—rf:l;_[:l'l {de I:: dans 'G;J
{Cela correspond moralement au changement de s en l-s).

(iv) f* désigne la transformée de Fourier de f , définie par
1*incégrale (en fait une somme finie)

£20y) = [ £008Cxy)ax

(observer 1'absence de signe, un peu inhabituelle).

(v) Le symbole d¥x , sux deux membres de (2,1.3.1), désigne la
(péme) mesure de Haar sur le groupe multiplicatif H.': .

{vi) Les intégralea aux deux membrea de (2.1.3.7) n'ont a priori
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pas de sens. On peut leur en dommer um par l'un des deux procédés suivants :

a) ne considérer que les fonctions f sur K_ (localement constantes et 4 support
compact) telles que f(0) = £°(0) = 0 : les intégrales sont alors des sommes
finies, =t la conditiem 2.7.3, ainsi reforsulée, permet encore la walidite
du théoréze. b) Un autre procédé, moins brutal, consiste & observer que, ai
les intégrales ont un sens, on doit aveir

ff{:l:}‘;[{:.}d-: = fﬁn’]‘}(:ﬂd’: - ;I:}ff(n}j,{ﬂd': -
done

[tetx) - 20y)) 2 (0% = Q- £ ™D [ .
or glx) = flx) = f(xy) vérifie g(0) = O , donc on peut définir 1'intégrale
{a priori non convergents) fﬂ:]_‘[_{:ld-: comme

Qg™ fiete) - e,

pour y choisi cel que <{y) #1 ., 5i > est trivial, 1'équacion (w), pour
y = a1 uu'r'r-l' » permet encore de domner un sens aux deux membres de (2.1.3.1).
On peut aussi,; pour ‘x trivial; resplacer les équations (2.1.3.1) par la norma-

lisation suivante + si la masse totale de 0 pour la mesure dx est 1, si @ est

crivial sur ::I1Ir mals pas sur n:l { ol m_est 1'idéal maximal), alors lF,p,dx) = 1 .

]
D'aprés la thése de Tn:-r;'i':nut [ d:,‘;. fixés, i1 existe un unique
L (F,p,dx) tel que la formule (2.1.3.1) soit valable pour toute fonction f sur

I:1Ir (localesent constante &t & support compact) (ume fols qu'on lul a donné um

sens !).
2.1.4, Four tout a # E: » E(F,h,adx) = o0im By E(F o yex)
2.1:5%. Soit E;Ilv une extension finie séparable de corps locaux, d'oll

un morphisme & 1 Spl:{ﬂ;} —-I-Sr.llnmv]. Four tout caractbére addicif (non tri-
vial) ¢ de Eq, » pour tout falsceau virtuel F de rang 0 sur Eﬂﬁfﬂ:’}. alors
{2.1.4,1) Hf"'i_““}"'“v} = E(HF.h) .

(Commentaire : 1) "virtuel® signifie "éldédment du groupe de Grothendieck
correspondant (i.e. des faisceaux de Welil)". 2) Pour F virtuel de rang 0, il
résulte de 2.1.4 que E(F,d,dx) ne dépend pas du cholx de la mesure de Haar dx,
c'est pourquoi on ne 1"a pas précisé dans @.1.4.1) » en fait, pour dx donné

sur K“ # i1 n'y a pas dea choix canonlque d'un dx correspondant sur HI; .)

drpg 2
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Remarque 2.2, Dans fl.l , 2.1 est énoncé sous une forms légérement différente :
au lieu de faisceaux de Weil, il s'apgit de représentations du groupe de Weil.
Compte temu de 2.1.1 et 2.1.2, la différence est bien siir inessentielle. Pour
faciliter la traduction, indiquons les correspondances i

(2.2.1)  &(V,h,dx) fau sens de [] ) = 24,V B dx)

{pour V tel que 1'inertie agisse & travers un groupe fini) ,

(2.2.2) g, (V,h,dx) (au sens de (1] ) = &5, V.h,tx) .

WB. Prendre garde que £, commute i la "“réduction mod £" , pas & .

Conjecture 2.3, Soient Kﬂ une courbe propre et lisse sur Eb » connexe, K son
corps des fonctions, A 1'anneau des adéles de K , 8 1 AfK ﬁﬁ} un
caractére addicif non trivial, dx une mesure de Haar sur A/K de volume total 1,
d'sl une mesure de Haar, notde encore dx, sur A . On choisit une décomposition
dx = T:de? g Ol la&s d:r.1Ir Jur l? donneént presque toutes la masse 1 & “v . Pour
1 I‘v'.1|Ir -a-E:

toute place ¥; on note @ le caractere définl par & . Alors, pour

W
cout ﬁ!-hhum F sur xu a ON &

@) w@) =T 1 @baax)

ol £(F) est la constante définie en (I 2.4) et 2 ( ) la constante locale en v
définie en 2.1 .

Remarque 2.4. On véirifie facilement que le second membre de (2.3.1) ne dépend
pas ¢ 1) du choix de la décomposition dx "fjdx,._ : en effet, d'aprés 2.1.4,

dim F—=

— =
changer dx en a dx change ¢ ena, 18, » mais _ﬂ;v 1 car dx est

de volume total 1 ; 2) du choix du caractére additif B : on salt en effet que,
si A* est un autre caracteére addicif, il existe Xé I" kel que A*(x) = :Illl::l,l'.}
futiliser le fait que le dual de Pontrijagin de i.l'l-'. a5t K), L'unicité des
constantes locales entraine aisément que, pour tout v,
=di mF—
£ BN )00 = £ (B0, et DO, M

(ol det 'F:f est considéré, grace au corps de classes local, comme un caractére

de H.: ), Il s*agict donc de voir que 1'on a



T F

14
& -dim(F=) _
T det{i_t}{'l % Iua FAL, ) = 1

i, ™1 "
par la formule du produic, et

Tjdur:f;[}: A=

car det(F—) est un caracthre de A"/K" (= caractire de A™ trivial sur k") .

[1] P, Deligne, Les constantes des équacions fonctionnelles des fonections L ,

Modular fumctions in one variable 11, Lecture Notes in Mathemacics

3149, Springer-Verlag (19713).

l:] J. Tate, Fourier Analysis in Number Fields and Hecke's Zeta-Functions,
in Algebraic Hlumber Theory, edited by Cassels-Frohlich, Academic
Press (1947).

Volr aussi

[2) J. Tate, Local constants. in : Algebraic number fields, Acad. press

1977 (Durham conference).

pour un exposé introductif i [1] .



