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Transoription d'une lettre marmuserite de A. Grothendieck

Villea... le 17.2.1975
Cher larry,

Encore un "afterthought" & une lettre-fleuve asur le yogan homotopigue.
Conme tu ozis suna doute, & un topos X on assoocie canoniquement un FrEsoeEE
pro—onsemble simplicizl, donc un"pro-type d'homotopie" on un sens convensble.
Dang le cas of X ost "localement homotopiquement trivisl®, le pro-objet
aszocid eat essentiollenment conatant en tant gue pro—objet dans la catfgorie
hoaotopique, dono X définit un cbjet de la catégorie homotopique usuelle,
qul est son"type d'homstopie™, De mlme, si X eat "localement homotopigue—
ment triviel en dim< n ", il d6finit un 4ype d'homotople ordinsire "tron-
quf en dim &£ n" - construotion familidre pour i« O ou l, méme L des
gena coome mol qui ne connalssent s:llrﬂ 1*homotopie |

Ces constructions sont fonctorielles em X, D'ailleurs, sl f£f3 X—a ¥
cat un omorphisme de topos, A-tin-Masur ont donmh# wune condition néclssaire
et sufllisente echomolo~i-us poliT que ce scit une"Squivalence d'homo-

=

*
topie en dim € n" 1 clest que H(Y,F)—=% EX(X,f (F)) pour i %n, et

tout falsceau de groupes  localement constant P our ¥, en se restreimmont
de sluzs & 44 1 dzno le cas § non commutatif. Ce oritbre, en formes
de n—rerbes "localement constantes™ q-’ sur ¥, s'interprdte par la condition
que ItT""i:‘.l’} —-?:F[:JL} est une n-8quivalence pour tout tel q? et 14 n,
Il est ceritainenent vral que cecl dSguivaut encore an oritire suivant

(A) Pour tout m~champ "localement constant® ‘}J sur Y, le

*
n—fonoteur {¥) £({ MX) oot une n-8guivalence
ou encore 4
Fo

{(38) Le n- foncteur F— £ (F ) allant de la n—catégorie
des (n-1) — champe localement constants sur ¥ dans celle des (n~l) —champs
localement constante sur X, est une n-fquivalence,

En d'outres termes, los constructicns sur un topos X qulon peut

faire en terses de [u—l} chomps  looslemamt  oconstants ne dépendent gue de
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aon "(pro)=type dthomotopie n-tronqube", ot le dffinissent, Dens le cas
ol X est localement homotopiquement trivial en dim £ ny dono d6finit un
typo d'homotople n-— tromgué ordinaire, on pout interprétor ce dernier commo

un n~croupoide (défini A n-fquivalence prds). En termes do celle—oi,

n?
log [n—l} = ghampa pur X delivent o'identifier amux n-fonotoura de la ne caté—
gorie rn dans la n-catézorie ( (n=1)= Cat) de toutes lea (n=1) = caté=
gories, Dans lo cas nel ceci n'eat autre que In théorie de Poincard de la
classification des revétements de X en termes du "groupoide fondamental"® fl

de X, Par extension, {Jn mérite le nom de n—groupoide fondamental de

X, que je propose de noter Ir-ll H{I]. Sa connaisasnce induit. done celle

des J,(X) (0 €1 € n) et des invariants de Postnikoff de tous les
1

ordres jusqurd =t ([ ne1(B) 5 TT)s

Danes le cas d'un topos X quelcongue, pas nfodssairement homotoplgue=
ment trivicl en dim € n, on espdre pouvoir interpréter les (n-1) - champa
localoment constante sur X eniternmes d'tmﬂn{x} qui sera un pro-n-groupcide.
fa a &t8 fait en tous cas, plus ou moinas, pour n =1 (& ooins pour X conne—
xe)3 le casm ol X est le topos 8tale d'un schéna es% traité in extenso
dans 3GA 3, % propos de la clasalification des toregs sur une base quelconjue.

Dans le cns ne 1, on sait qulon réoupdre (A &quivalence pris) 1le
l--roupoide Zi’l A partir de la 1~ eatégorie fom [501, (Ens)) de cea
foneteurs dans (Ens) = (O-cat) (i.e. dea "syatines locaux” nlra'l )= qui est
un topos , dit "multignloisien" = ocomme la catfzorie des "fonoteurs fibres "
sur ledit topos, i.e. la catfgoric opposfe A la catfgorie des points de on

toros (qui n'est sutre que le topos classifiant de 7-:'1}- Four préciser

pour n quelconjue la fagon dont le n=type d'homotopie d'un topos X (supponé
localoment homotopiquement trivial en dim <€ n, pour simplifier), i.e. oon

n~ groupclide fondomental ‘Ifu. g'exprine en termes de la n-catégorie des
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"{n=l)-systioes locuiux sur X i.¢, des (n-1)- champs localement constants
sur X, ot par 14 &lucider compldtemont 1'&noncer hypothétique (2} oi-dessunm,
il feudroit dono expliclter copmant un n—-rounoclde ffn se réouphre, A
n-8quivalence pris, par la conmnissance de la n-catézorie

f:n = (n-llom) {fnl ( (n=1)=Cat)) des (n=l)= syotdoes locaux sur fn' on
suzait onvie do dire que f“ eat Ja extfzorie doa "ne=foncteurs fibrea"™ sur
‘C gt Le0sda ne fonoteurs T, —((r-1)~Cat) ayant cert:ines propril-
téz dtexactitude (pour mw 1, c'était la condition &'8tre les Toncteurs
imepge inverse pour un morphisme de topom, i.é, de commuter sux 1im gueloon-
ques et aux Jdm finien ...] C'est ol que me aautérialise la piur, one
prinfe dons pa. préofdonte lottre, qu' on fininse par tomber sur la notion
de n~topos &t morphisoes do tels I ’gﬂ serait un mn~tovos, { appald

le "n~toyos clogsifiant du n-grToupoide En}' {(n=1)=Cat nerait le

n=topoa “"ponctuel™ +1ype , et 'f" i a! intarprite mod n=8quivnlence

gorme la n-oatdzorie Fr=noints® du p~tozvon clussifiant 3'“. B 1

2i on estdre encore pouvoir définir un bon vieux (1)-topos classifiunt
pour un negroupoide ¥ n# Sonme gsoluticon d'unm Pb universel, je ne vois
gubre que le Pb universel suivants pour tout topos T, oconsidérons
Hoa mn(T}’ fnj' C'ast une r-cutfzorle, mais prenonn=en la l=catégorie
tronjufe T Hom {TTD{T}, 6 ol Pour T variable, -m.:ﬁru-ﬂr:.i.t Zmrop*fanntor
le Z-fonocteur contravariant (Top)? ——= (1-8at) par un topoo alasoi=-
fiant .ﬁ - ﬁf g domo trouver un nn{ﬁ ) L g:n Smpniver—

L9

sol en lo sens gque pour tout Ty le lfoncteur

v e Mo
Eomgmopy(T » B ) Tigon (17 (2): € )
soit uns S;uivalenco, Pour mel on soit que le topoe classifiant de f:l.

au gens usuel foit ltaffaire, mois pour ned déja, je toute que co Pb
universel ait une solution, C'est pout=fOtre 118 au Iuilt que le

"théordze de van Eimpﬂh". gu'on peut exprimer en disant que le E-fonoteur
T —aﬂl{m} des topos localecent l—oconnoxom vers los groupcides trans-

forme (A l-8Squivalence prds) somses amalguoles on sommes ocalzeafes [ et
plus génbralement cosmute aux 2-limites injuctivea), ntest sans doute plus
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yral pour le nEET]. Ainsi, 51 T eat un eapzce topologique réinlieon de
doux fornfa Tl et TE’ il n'ost sans doute plus vral que 1ln domnfe d'un l-champs
localemont constant sur T "éguivaut® 'h’ll. donnfe d"un l-champ looslesont ocons—

tunt ? gur T (1« 1,2) et d'uno Squivalence entre les restrioctions

i i
do ‘j:l et gfg A 'I'l f}'l"E {zlora que 1'8ncnof snalogue on termes do

o=chopa, 1,0, de re¢ltomenta, est Svidemment correct).

L'énoncé (B) plus hout rend olair comment expliciter le oohomologie
d'un n-groupoide Fn" 51 En -TTB{I], et ei g! est un (n—1)-champx
loczlezent constant sur X, n:_:_ est le (n-l)~champ "final", on & une
(n=1) &quivalence de (n=1)- catézories

P o(F) <F(x) = gon (£, ,F)

n-1 *
gqul pontre que le fonoteur r'x “i-.n'l:ﬁ;;.ﬂnt ion asur X" sur les (p=l)=champs
localemant constants, qui inclut la cchomologie (non commutative) localement
constante de X en dim < n~l, s'interprite en terses de "(n-1)- systbmes locaux"
sur le groupoide fondamental comme un  Hom ( I-n{'_‘:.‘} ,."}a} off mainte—
nant egt interprétd coame un n-fonokour

fn ..ig ((n=1)=Cut)
ot HL; ) est le n~fonocteur constant sur fﬂ. de valeur la (n-1)-catégoris
finale,

Pour interpréter ceci en notation cchomologique, 11 faut que j'ajoute,
com-e "remorda™ & la lettre prfofdente, l'intorprftation explioite de la
cohosologie non ocommitative sur un topos X, an toermea d'intégration de
n=ghamps sur X Soit q" un n—-champ de Picard striot sur X, il est dona
difini par un complexe de cochaines f' pur X

ﬂqfﬂ—-fl—hft- —= fh—hﬂ
concentrd en degrés o£&£id £n (défini A 1uumnr::hiun?{miquu prés dana lo
catfzorie dérivée de Ab(X). Cecl dit, las Ei (X, f } (hypercohomologie)
nour 0 i £ n s'interpritent coome E"{I,fﬁ - -n:“_ir' JLF}'

Si on s'intéresso A tous les H (pes seulement pour 4 £ n) on doit, pour

-
tout E 3 n,; regarder f comme un complexs concentrd on degria D£ 1 £ N
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(en prolongesnt f'pur des 0 R droite)s ILe K- champ de Picard

strict corrospondant n'est plun $. mais ﬁ'ﬁ—ﬂ 5': g ol 'a'n:lt lo
fonotour “eapaca classifisnt”, a'interprftant sur les n-catégories de Picard
otricten coume l'opération consistant & "translater" les i=objets on desa
(i+l)—ocbjets, et & rejouter un unique O—ocbjot; 1l se prolonge aux n-champs
"o fugon &vidente”, on espbre, de fagon i commuter aux opfraticons d'image

inversa de n—champ, On aura dono pour 1 LN

B (L) & Ty M7 (asm .

Ceci poaéd, 1l s'impose, pour tout n=champ de Pioard strict F cur X, de

poser

B2x ,F) « T P 8FF) 1 mpim

oe qui ne dépond pas du choix de l'entier H#Sup(i,n) b2 tma un

morphisme cancnique de (n=l)= groupoides ,

P F) = I @9 ,
con=e le montrent les copstructiona évidentes on termco de cozplexoes de

sochoines, et on voit de oéme quo colui-oi induit des iscmorchismes pour

les Ii pouT 1 41 &1 ]

NE On volt en puscant que pour un n~champ en groupoldes G:- sur X, sl
on e borne A vouloir définir les H- (X, f;‘ ) pour O& 1£n, on n'a pas
bescin sur ‘F' d'une structure de Plocard; car 1i suffit de poser

B x ,F ) ST (P(F)) 0 £14n.
31 d'autre part 3‘- ost un n=Gr- champ (i,e, muni d'une loi de composition
F x T —s ﬁ:' ayant les propriftés formelles d'une loi de groupe)
(le (n+l) "champ olimsifiznt") eot défini, et on peut définir E"{: ¥
pour 0 € n+l par

Hi': X 1-3: :l - Th—lrl—i {rx(rzp:l:'

en perticuller

2 (x ,F) <x (P () = seotions te TH2 bquve-

lincea prono
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f f "4‘_' +2 :F
Main on ne peut former r - z‘ et définir HT( X , ), sesble-t-il
fnue ol p{ﬂ‘" est lui- ml=e un Gr-(n+l) champ, oe qui nc sera sans

doute lo cas que ol Tcmt un nechamp do Picard strict sass

Venona on maintonont ou cas od 3! eat un n-champ loocalement

gonotant  sur X, done d6fini par un  (nel)= fonoteur

el 7 (n-Cat, de Picard strictes).

Alors, posant pour 0 £1 £n ‘
Ei{f’m-l"; ) 3 ﬁn-i iﬁﬁiﬂf‘"hyih |

i |
"an a fait co qu¥il fallait pour gue l'en ait un isomcrphisme canonigue |

200 LT ) = i,

valable en fait sang structure de Pioamd sur F pp—, Il s'impose, pour

tout w0 =groupcide £ ot tout (n+l)= fonoteur

..E_' (n-cat. de Picuird strictea) |

doe définir los Eif_' F,f}, nour tout i, par

1 e |
I‘{PJ&’} - Tﬂ_i@ E"H lg. H_H‘F]
of on choisit N Fsup (i,n). BSi F nta quiume  Or—ntructure (pas
nfcfagairesent de Picard) on pout définir cncore les Ei{ f, G: )} pour
1 3 |
H{f.fﬁ'} - jr_ml—igml:'ml ,?TF}. |
Jans le caa La - fm-l - I ?m_:l{‘-{] s 11 doit 8tre vral encore l

(en vertu de (A) plus haut), que cet ense=blo est canoniquement isomorphe

A EIHli:Il ':F‘:I - fnrlﬁ.‘f} (ctest vrzi ot bien facile pour n=0 ).

i & nsl par

Déczire la fldche cancnique entre los dsux membres de
X, F) = aT B F) ¢
5i ob veut rdexpliciter (A) et (B), en termes du yoga (C), on arrive
A 1la situation suivante:
On a un (n+l)= fonotour entre (n+l)-groupoides
fre1 fm1 —=Dpe1

induisant par troncature un n-foncteour
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on dolt avolr alorTo:

(A') £ est une n-fquivalence sss le n— foncteur tp—s{fof

£ Hom (B, ((n-1)Cot)—> Hox(€, ((n-1)=Cat))

allant des (n=1) systdmes locoux sur ﬂ:ﬂ. (ou mn-l-l s c'est paredl) wvers

les (n=1)- systdnes locaux sur fﬂ, est une n=fquivalence,

(B) fn est une n—8qu . valenoce sss pour tout n-aystdoe looal d-: sur

an-rl ,
#. 0

le n~fonoteur induit par fn.+1

—% (n-Cat)y -

n+l

ma (e, Ty s et S 50

n+l
" q L F
o (%) W .-:a:l;
ant une n—-ﬁ;uivulnﬂ:r:* f:-"” {'Gg]

La oconstruotion de la cohomologie d'un topos on termes dl'intépration
des champs ne fait cucun appel & la notion de conmplexe de faiscesux abéliens,
ohoore moina & la technigque des risclutiona injectives. On & ltispression
que dans son esprit, via la définition (qui reste & expliciter | ) des
n—-chumpa, elle s'apparenterait plutdt aux calouls "Cochiotea"™ en termoa
d'hyperrococyrenantss Or ces derniers se déorivent & 1'zide d'une petite
dope d'algdbre sepi=aimpliciale. Jo ne sais ai une théorie des champs
et opfrations sur iceux pourra s'borire pans joamais utiliser de
1talgebre semi-sinpliclales 31 oul, cela ferait essenticllenent trols
npproches distinctes pour construire 1la cchomologie d'un topos

a) point de vue des comploxes de faisceasux, des résolutions injectives,

dea catégories dbérivées l::ll;%b:'a homolosicua soomitative)

W
b) point de vue Cachiste ou semi-simplicial (alghbre homotozigue)

o) point de vue dos n-chomps (olgdbre catfgorigue, ou algibre homo—

s e mm EETTmE g = ——

e

gt
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logique non commutative) .

Duins 8) on "résoud"” les coefficients, dane b) on réscud 1l'espace
(ou topos) de base, et dans o) en apparence on ne résoud ni l'un ni 1tau-

tro,

Bien cordialement

Alexandre



