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Transcription d'une lettre manuscrite de A, Grothendieck

Villea... le 176201975
Cher Larry,

Encore un "afterthought" 2 une lettre-fleuve sur le yoga homotopique,
Comme tu sais s2ns doute, & un topos X on associe canonigquement un prmsxwTEIm
ro—ensemble simplicial, donc un"pro-type dthomotopie" en un sens convenable,
Dans le cas ol X est "localement homotopiquement trivial", le pro-objet
associé est essentiellement constant en tant que pro-objet dans la catégorie
homotopigque, donc X définit un objet de la catégorie homotopique usuelle,
qui est son"type d'homotopie"., De méme, si X est "localement homotopique-
ment +trivial en dim< n ", il définit un type d'homotopie ordinaire "tron-
qué en dim £ n" - construction familidre pour i « O ou 1, méme & des
gens comme moi qui ne connaissent g;ére 1lthomotopie !

Ces constructions sont fonctorielles en X, D'ailleurs, si f: X—> Y

est un morphisme de toposy, Artin-Mazur ont donhé une condition nécéssaire

et suffisante cohomolozigue pour que ce scit une"équivalence dthomo—

. . *
topie en dim £ n" 3 c'est que H'(Y,F) —> E(X,f (F)) pour i € n, et

tout faisceau de groupes localement constant F sur Y, en se restreignent

de plus 3 i4£ 1 dans le cas F non commutatif, Ce crit2re, en germes
de n-gerbes "localement constantes™ (.‘T‘ sur Y, s'interprete par la condition
C'\D
que {'T’p (Y) ——9?(1{) est une n-8quivalence pour tout tel F et 1< ne
J1 est certainement vrai que ceci 8guivaut encore au critdre suivant
(4) Pour tout n-champ "localement constant" O'J sur Y, le
*
n-foncteur (Y) £f( )(X) est une n-8quivalence
ou encore 2&
«

(B8) Le n- foncteur q:'-—} f (q:’) allant de la n-catégorie
des (n-1) — champs localement constants sur Y dens celle des (n~l) —champs
localement constants sur X, est une n-équivalence,

En d'autres termes, les constructions sur un topos X quton peut:

faire en termes de (n-1) champs loczlement constants ne dépendent que de




(¢)
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son "(pro)-type d'homotopie n-tronquée", et le définissent, Dans le cas

ol X est localement homotopiquement trivial en dim € n, donc définit un

type d'homotopie n- trongué ordinaire, on peut interpréter ce dernier comme

un n-groupoide t?n’ (défini & n-8quivalence prds), En termes de celle-ci,
les (n-1) - chanmps sur X doivent s'identifier aux n-foncteurs de la ne caté-
gorie Zn dans la n-catégorie ( (n=1)- Cat) de toutes les (n=1) = caté=
gories. Dans le cas n=l ceci n'est autre que 1o théorie de Poincar§ de la
classification des revétements de X en termes du "groupoide fondamental" f 1

de X, Par extension, ‘C&n mérite le nom de n=groupoide fondamental de

X, que je propose de noter r_?n(x), Sa connaissance induit. donc celle
des %i(x) (0 €i € n) et des invariants de Postnikoff de tous les

ordres jusquta E°*! (f_f ae1(X) 9 7€)

Dans le cas d'un topos X quelcongue, pas nécéssairement homotopique—
ment trivial en dim & n, on espdre pouvoir interpréter les (n-l) - champs
localement constants sur X en'termes d'un‘r1n(x) qui sera un pro-n-groupoide,
fa a 6té fait en tous cas, plus ou moins, pour n = 1 (du moins ﬁour X conne-
xe); le cas ol X est le topos étale d'un schéma est traité in extenso
dans SGA 3, & propos de la classification des tores sur une base quelconque.

Dans le cas n= 1, on sait qu'on récupdre (& é&quivalence pres) le
l-croupoide fl 4 partir de la 1- catégorie  Hom (6’1, (Ens)) de ces
foncteurs dans (Ens) = (O-cat) (i.e. des "systdmes locaux" surb’l ) =qui est
un tonos , dit "multigaloisien" = comme la cz:t8gorie des "foncteurs fibres "
sur ledit tovos, i.e. la catégorie opposée & la catégorie des points de ce

topos (qui n'est autre que le topos classifiant de fl)" Pour préciser

pour n quelcongue la fagon dont le n-type d'homotopie d'un topos X (supposé
localcment homotopiquement trivigl en dim £ n, pour simplifier), i.eo son

n- groupoide fondamental fn’ s'exprime en termes de la n-—catégorie des
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"(n-l)-systdmes loczux sur X" i.ee des (n-1)- champs localement constants
sur X, et par 13 &lucider compl2tement 1l'énoncer hypothétique (B) ci-dessus,
il faudrait donc expliciter comment un n—grgupoide éilse récupdre, &
n—-&quivalence pr2s, par la connaissance de la n—catégorie

Cn = (n-Hom) (fn, ( (n-1)=Cat)) des (n=1l)= syst2mes locaux sur fno On
aurait envie de dire que fn est Ja catégorie des "n=foncteurs fibres" sur
'C 9 iecodes n— foncteurs ’Cn —>» ((n=1)=Cat) ayant cevtzines proprib-
tés d'exactitude (pour n = 1, c'était la condition d'étre les foncieurs
image inverse pour un morphisme de topos,; i.e. de commuter sux 1lim quelcon=-
ques et aux 1lim finies ees) Clest ici que se matérialise la peur, ex=
primfe dans ma. précédente lettre, qu' on finisse par tomber sur la notion
de n=-toros et morphismes de tels ! ‘Kn serait un n~topos, ( appelé

le "n-topos classifiant du n—-groupoide t’n), ((n=1)=Cat serait le
n-topos "ponctuel" +type , et f’ a s'interprite mod n=~8quivalence

conne la n-catégorie "nenoints" du n-topos classifiant 3'1,. Brr !

Si on espdre encore pouvoir dé8finir un bon vieux (1)-topos claseifiant
pour un n=groupcide f,n’ comme solution d'un Pb universel, je ne vois
gudre que le Pb universel suivants vour tout topos T, considérons

Hon (nn(T), En)e Ctest une n-catégorie, mais prenonseen la l=catégorie

tronguée 'ClHom (TTn(T), 6 n)" Pour T variable, onvoudrait 2-représenter
le 2-foncteur contravariant (To;:)o — (1-6at) par un topos classi~

siant & ﬁg, s donc trouver un I—[n(ﬁ ) i—y ﬁn 2=univer—

sel en le sens que pour hout Ty, le foncteur
v pe (o)

Eonngp) (T » 8 ) Thlton (17 ()5 &)
soit une &guivalence, Pour n=l on sait que le topos classifiant de fl
au sens usuel fait ltaffaire, mais pour n=2 déja, je toute que ce Pdb
universel ait une solution. C'est peut-8tre 1ié au fait que 1le
"théordme de van Kbmpen", quton peut exprimer en disant cue le Z=foncteur
T —)ﬂl(T) des topos localement l-connexes vers les groupcides trans—

forme (& 1-8guivalence prds) sommes amalgamfes en sommes amalgemfes { et

plus généradement commute aux 2-limites inductives), n'est sans doute plus
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vrai pour le rIE(T)o Ainsi, si T est un espace topologique réunion de

deux fermés Tl et T2, il n'est sans doute plus vrai que la donnée d'un l-champs
localement constant sur T "équivaut’ ‘é.”le, donnée d'un l=champ localement cons—

tant Ti sur T, (i = 1,2) et d'une équivalence entre les restrictions

de g 1 et 9-'02 a T, NT, (alors que 1'énoncé analogue en termes de

o-chmps, i.e. de reVdtements, est évidemment correct).

L'énoncé (B) plus haut rend clair comment expliciter le cohomologie

d'un n-groupoide € o si £ =TT (x), et si P oat rin (n=1)-champx

ex
n-1

(n=1) équivalence de (n-1)=- catégories

localement constant sur X, est le (n=l)-champ "final", on a une

P F)iF ) = ma(, »F)

gui montre gue le: foncteur I"X "intégration sur X" sur les ('n-l)-—champs
localement constants, qui inclut la cohomologie (non commutative) localement
constante de X en dim & n~l, s'interprdte en termes de "(n=-1)- sysigmes locaux"
sur le groupoide fondamental comme un.  Hom ( en_(_ﬂ‘) ’qf’) - ol mainte=-

nant est interprété comme un n-foncteur
(--.

’ £ LS (el )edat)
et ez(z—; ) est le n-foncteur constant sur fn’ de valeur la (n-1)-catégorie
finale,

Pour interpréter ceci en notation cohomclogique, il faut que j'ajoute,
comne "remords"™ 3 la lettre précédente, l'interprétation explicite de la
cohcmologie non commutative sur uﬁ topos X, en termes d'intégration de
=champs sur X, Soit ‘p’ un n—-champ de Picard striet sur X, il est dona
défini par un complexe de cochaines f'sur X

sl Nl e o il e

concentré en degrés A TR | (défini a isomorphism?(mique prés dans la

catézorie dérivée de Ab(X). Ceeci dit, les H© (X, f’ )  (hypercohomologie)

pour 0 €ign s'interpr8tent conme H:l(X,f) = -R-n.-i I ,{(9').
Si on s'intéresse & tous les H* (pas seulement pour i £ n) on doit, pour

tout N 2 n, regarder "f comme un complexe concentré en degrés O0£ i £ N
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(en prolongeant f' par des O & droite). Le N~ champ de Picard

strict correspondant n'est plus 3‘ mais rzle—n_Sf g ok ‘z;’est le
foncteur "espace classifiant", s'interprétant sur les n-catégories de Picard
strictes comme l'opération consistant & "translater" les i-objets en des
(i+l)-objets, et 2 rajouter un unique O-ocbjet; il se prolonge aux n—champs
"de fagon &vidente", on espdre, de fagon 3 commuter aux opérations d'image

inverse de n-champ, On aura donc pour i< N
Hl (x’ £ ) - TrH—i r'x(ﬂpny) (i < H) .

Ceci posé, il s'impose, pour tout n—champ de Picard strict 9: sur X, de

poser
ol @’ i rl e-n
H (X ’ ) =TT N—i X@ y ) si N 2i;n
ce qui ne dépend pas du choix de l'entier N2 Sup(i,n) [I_u@ On a un

morphisme canonique de (n=1l)= groupbides ,

comme le montrent les constructions évidentes en termes de complexes de

cochaines, et on voit de méme que celui-ci induit des isomorphismes pour

les ii pour WP £ o A T O

NB On voit en passant que pour un n-champ en groupoides g' sur X, si
on se borne 3 vouloir définir les H™ (X, g) pour O£ if€n, on n'a pas
besoin sur (ga dtune structure de Picard, car l1li suffit de poser

E( X ,EF Y o i e Q £iz<n.,

n-i* X
Si d'autre part 5: est un n-Cr- champ (i.eo muni d'une loi de composition
? X ?-——a ﬁ: ayant les propriétés formelles d'une loi de grouvpe)
(1e (n+l) "champ clussifiant") est défini, et on peut définir Hi(X ’ ¥F)
pcur O € n+l par
i N

Bx F ) e k)

en particulier

i (x , rJ:) = EO(PX(&'E;)) = sections de fg-‘?& équive-

lences prés
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Mais on ne peut former Yffif e 8°F ot aéginir (X 7 ¥ ), semble—t—il
gue si 2’& est lui- m8me un Gr—(n+l) champ, ce qui ne sera sans

doute le cas que si :F est un n—champ de Picard strict cee.

Venons en maintenant au cas ol 33 est un n-champ localement

constant sur X, donc défini par un (n+l)- foncteur

T

fn+l —~——> (n-Cat, de Picard strictes),

Alors, posant pour 0 £i £n '
i
i F X
7
"on a fait ce qu'il fallait pour que l'on ait un isomorphisme canonique

il WX e s

valable en fait sang structure de Picard sur N e0e)o Il s'impose, dour

&) 57, @ ), Fy,

n+l?

tout & =—groupoide f et tout (n+l)- foncteur

¥
10 — (n-cat, de Picard strictes)

de définir les Hi( f),j‘. ), pour tout i, par

: 4 D f =
H(to)o- )i e T, Tam L W ARt <
ol on choisit N ZSup (i,n). Si F n'a qulune  Grestructure (pas

nécéssairement de Picard) on peut définir encore les H( ", 6 ) pour

Hi(f,d') . N Hom(enf:L ,ﬁ).

ntle=i ——

i1 & n+l par

Dans le cas f = f Qs - | ; m_ng) s 1l doit &tre vrai encore
(en vertu-de (A) plus haut), que cet ensemble est canoniquement isomorphe
-} Hm'l(}{, (ﬁ) = ﬁ_o r X(Té) (ctest vrai et bien facile pour n=0 ).

Décrire la fl&che canonique entre les deux membres de
+1 P i +1
Pz, F) e PHaT A F) 8 |

Si o veut réexpliciter (A) et (B), en termes du yoga (C), on arrive
a4 la situation suivante:

On a un (n+l)- foncteur entre (n+l)-groupoides

flzf

n+ n+l "_""Dml

induisant par troncgture un n-foncteur
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On doit aveoir alors:

(A') f,est une n-8quivalence sss le n- foncteur LP—r?ofn

*
& Hom (D, ((n=1)=Cat) > Hon(€ , ((n=1)=Cat))
allant des (n=1) syst®mes locaux sur'gjn_ (ou S>n+1 s C'est pareil) vers

les (n=1)- syst®mes locaux sur t’q, est une n-éguivalence,

(BY) f,  est une n-8qu.valence sss pour tout n-systdme local & sur

E}? : Qn+l —> (n-Cat), - :

le n=-foncteur induit par £
n+1l

(A S (eﬁo“” ¢ 2049 )

i 4] e SRy |
.. (7 it |
J 936] r‘l ¢
est une n-&cguivalence, ‘;r’ (' )

La construction de la cohomologie d'un topos en termes d'intégration
des champs ne fait aucun appel 3 la notion de complexe de faisceaux abéliens,
ehcore moins & la technique des résolutions injeétiveso On a2 l'impression
que dens son esprit, via la définition (qui reste & expliciter ! ) des
n-champs, elle s'apparenterait plutdt aux calculs "Cechistes" en termes I

dt'hyperrecouvréments, Or ces derniers se décrivent 2 1'aide d'une petite

dose d'algdbre semi-simpliciale, Je ne sais si une théorie des champs
et opérations sur iceux pourra s'écrire sans Jjemais utiliser de ;

1talgeébre semi-simpliciales Si oui, cela ferait essentiellement trois *
approches distinctes pour construire la cohomologie d'un topos
a) vpoint de vue des complexes de faisceaux, des résolutions injectives,

des catégories dérivées (alzdbre homolosicue  commutative)

W
b) point de vue Cechiste ou semi-simplicial (alg®bre homotonique)

¢) point de vue des n-champs (algdbre catégorique, ou algbre homo- |

iy



lo~ique non commutative) o

Duns a) on "résoud" 1les coefficients, dans b) on résoud l'espace
(ou topos) de base, et dans ¢) en apparence on ne résoud ni l'un ni 1ltau-

tre,

Bien cordialement

Alexandre

A3



