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Cher Breen,

Hercl pour ta longue lettre, regue il y a déjh un moment, et excuse sip
le retard pour répondre. Je dois avouer gque toute cette lettre m'a pansad
par dessus la t&te - elle dtait derite pour guelgu'un plus "dansle coup”
que je ne le suis = surtout maintenant ol je ne rdéfldchis plus au maths que
quelques jours par mois, & ls sauvette. Ton scepticisme conceriant la soi-
disant suite exacte de ma lettre & Deligne &tait fondé, et ton interprdéta-
tion cohomologique de mon invariant comme un E:tEEI{H].HJ certainement cor-
récte. Je m'étais convaincu par voie géomdtrique qu'il y avait un homomor— |
phisme d'obstruction Hnm(iﬂI,EH}—p EIt3{5|H]1 mais en me ramenant au cas |
"universel” {H:."I-ZH = faisceau en zz-mudulea "universel™), ce qui était
correct, Jj'avais par un calcul compldtement canuld cru conclure gque dans un
tel c-s universel, on a en frit EItL{H,I‘E}zﬂ pour 1 1, Je me rappelle gue
J'avais été in*rigué d'un risultat auesi fort — et méme ﬂa sol-disant suite
exacte de ma lettre A& Deligne contihuait . me l;ﬂfqr un peu suspeote - je
suis content gue ce mnlalse soilt dissipd. - Pour tout le rests de ta lutt:
re, &lle mériterait un lescteur plus averti,aussi, pour qu'elle ne 3cit pns
entigdrement perdue au monde, je wvais l'envoyer A Illusia! J'ai ndanmoins
constnté, avec 1]1‘1:6:'!*5 ton intérft 4 demi réfouléd pour des 2-catégories de
Pleard, n=catégories et autre foune de ce genre, et ton espoir gue je te
prouverai peut-2tres que ces animaux sont tout 4 fait indispensables pour
faire desa maths sérieuses dans telle ou tells girconstance., J'al bien peut
que cet espoir ne gsoit déou, je crols que jusgu'i maintenant on'a taujnurar
pu s'en tirer en £ludant de tels objets et l'engrenage dana laguel ils pour
=raient nous entrainer. Eat—ce ndcessairemsnt une raison pour continuer A |
les éluder ? Les situations ol on a 1'impression”d'éluder"” en effet me sen-
blent en tous cas devenir toujours plus nombreuses - et si on s'a‘batamait.l
de tirer une situation complexe et chargde de mystére au e¢lair, chaque |
fois qu'8 ne serait pas forcé de le faire pour des raisons technliques pro=
venant de la math déjA faite, - 11 y aursit sans doute heauoup de parties
des maths aujourd*huil reputées"adrieuses™ gui n'auraient ,jr.trr.q.i.; aé‘rﬁlcppéaa
(Il n'est pas 4it non plus que le monde s'en trouverait plus mal .. aifm Ton |
cosmentaire (que j'si épalement engendu chez Delipne) que 1la claasificati-
on d'objeta géométriques relativement merdiques ne réduit finanlement A des |
invariants cchomologigues essentiellement "bien conrua" et relativement ;
simples n'est pas non plus convainquant; n'est ce pas négliger la différen=
ce entre la conpréhension d'un objet géométrique, et la détermination de
8a "classe 4 isomorphisme (ou équivelence...) pras" ?
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Tu me duﬂnn4aa 1MF exemples "convainguants® de 2-catégories de Picard.
Voiel quﬂlqueawuﬁ waei{x wadal Ml st conrad, T.,...La.-.-.h ! ]

1) 534 L est un lien de centre Z sur le topoa X, les garbes liédes par Z
forment une 2-catézorie de Picard stricte, représentéde par le conplexe
R {E} tronqué en degr‘é 2, dont les objets de cohomologie non trivieux
nnnt Heo ﬂih: Z), 02132, Les @erbes lides par L forment un paseudo-2- .
torseur sous la gerba précédante. qui est un E-twam{i.a. nog vid& 388 '
une certaine obstruction dans Hj (X,Z) est nulle. Pour comprendre mette '
elasse de notre point de vue, 11 v a lieu de passer aux 2-champs derren-
pondanta: le 2-champ dek P1EaIE?Eiﬁié—g&rhﬂﬂlitiIlIFII:IIlt!llliﬁlhllm!ﬂilI
sur des objeta wvariables de X, et le 2-champ des L-gerbea aur des objets
varinbles. Ce dernier est bel et bien un 2-torsear sous le chanp précédent,
or la classification de cea semxw 2-torseurs (i 2-dguivnlence prés) ae
fait par le HjI:I y%), Emxfuzomzpriziza {tﬂut comme les H,Eﬁ‘suﬂ peuvent &tre
interpéties comme des &torseursz scus la E-l-qhﬂpdﬁigii"ﬁaqu‘r&ctﬂt aont
Fxrxesxxixaxxt clansifiies par le HZ[I,Zy On voit 44jA, bien sfr, pu:ind"n!
iei 1l'oreille de la J-catdgorie de Plcard stricte de- 2-gerbes lides par I.
ou (de fazon équi‘i'qluntu:l des 2-torssurs sous le Z2-champ de Pic ard strict !
dea Z=l-gerhes; cette J-catdrorie de Picard stricte dtant décrite par [
ELI"{ ) tronaué en dizension 3, ayant coume inveriants de ecohomologle non |
hl’iii:.u:t las '-Ii{ ,2) (0£1£3). Quant su 3-vhamp de Ficard corresponinht, .
il eat décrit par une résglution injective de I hlh}\l-‘t en degeé 3, alors '
que le 2-champ de Picard préicédent ae déerivait en tronquant en degré 2.

|
2. 31 #d et N sont deux faisceaux abdliens aur X, les éhamps _rla Picard :
(§NB: l-chhzps !) d'invarinnta X et N forment sux-mfze umEEatéq-:riu de
Picard stricte, repri-entdée snns doute par le complexe RHom(X(M),N)
trongué en dizesxtax degré 2, dont les invariants de chomologie non trivi-
aux sont dono le dr8le de E‘.xtz da ma lattre i Deligne, et lea Honndtes
Ext (i, N) (0< i, 1). Lea champs de Picard siricts forment une ﬂnuﬂ-rE-nntij
gorie de Picard plui*m. représentée par Riom(M,N) tronqué en desré 2,
d'invarinnta lea Ext {ﬂi,lﬂ (0§1£2). Bien sfir, Elta donne lusr?'ﬁhjutﬂ 1
égquivalence prés, ExtT les automorphisoes % isomorphisme prés de l'objet
nul, Ext® les automorphismes de l'gutomorphisme identigue dudit ... Je n'aj
pas réfldchl A une bonne énterpritation géométrigque de la n=catémorie de
Fleard aanceide A HHom(M,K) trenqud en degrd n, et encore moins bien xsfir
pour AHom(X(X),N), mais sens doute 11 faut regarder dana la direction des
n-ghampa de Piecard.

3. 30it G un Groupe sur X, opérant sur un faisceau abélien N. Les chanpe
en (Gr}-catdgories sur X 1ids par (G,N) forment une 2-catérorie de Plcard,
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dont les invariants sont HEIB mod X,H), HEIE mod X,N), et Z%(a,N) {grnupu
des l-cocyles de G & naéf'iﬁientﬂ dans H}- je tn lnisse le soin de deviner |
quel est le complexe dfonqué qui le décrit ! J'ai derit 11 v a quelques

mola 4 Deligne & ce sujet, et 1l'ai prié de t'anvoyer une copie de Thexwaysr
la lettire.

e

4) Soit X un topos localement annelé, on peut considérer les Algbbres
d'Azumays sur X (i.e. les Algdbres localement isomorphes X une alg. de
satrices d'ordre n, n21) comme les objets d'une 2-catdgorie de Ficard,

ol la catégorie Hom(A,B), pour A et B des Alghbres d'Azuzaya, est la caté-
gorie des "trivialisations" de AFﬂI, i.0, des couples (B,F), B un Module
localement libre et § un isomorphisme End(E)> A°DB. I1 faut travailler

un peu pour définir les accouplementex Hom(A,B)xHom(3,C)-> Hom(A,8); 1'opé-
ration £ dans la 2-catégoris de Picard A construire eat bien afir le produit
tenm riel d'Alrebres, et 1'opdration "pui~-ance =1" eat le paczage A 1l'al- |
gtbre opposde. On virffigy paszantxawxxshazpErearrespanixxtzxgataxxi qu'en
associant A toute Algébre d'Azumaya la l-gerbe de ses 4rivialisations, on |
trouve un 2-@-foncteur de le Z-catégorie de Picard (dite "de Brauer") danni
"gelle des l-gerbes lidds par Eﬁ ¢ qui est 2-fideéle. Les invariants de

la premidre sont donc les groupes H*(X,3 g )ge o o (X, B E) et HO(X, ), oh
dang le premier terme l'indice Br désigne ls sous—groupe du HE rnrmé des
elasses de cohomologle provenant d'Algébres d'Asumaya. On aurait envie
de parler du 2-champ de Picard des Algébres d'Azumaya sur des objets variab
lea de X, mais c'est bien une 2-catégorie de Picard fibrde sur X, mais pas
tout A& failt un 2-champ (whatever that meens), =mana doute = la condition de
2-recollement (whatever that means) ne doit pas #trs satisfaite — sinon 11i
n'y surait pas d"indice Br aun He saan

atricten
La considération des n-catégories de Picard {quil s'"imposent A nous pas

A4 pas dans un contexte essentiellement "commutatif) me semblent la clef &u
passage de 1l'plgbbre homologique ordinmire ("comtutative™), en termes de
complexes, A une algébre homologlgue non commutative, du fait qu'elles
[ 1 *= A ¥ + -
donnent oane i interp: tw DHLFLﬂmcﬁgaqq“ agr: astu des "complexes trongués A
A 3, urd:t n" i ddgk, 3%&nt1&119:ent {pﬂr pﬁq*qge A 1a limites aur n) des
complexes tout courts. L'idée nalve qui se prissnte sat alors que les .
"gonplexes non commutatifa® @ﬁi gernient les objets-antfmes d'une algahre |
homologique non ﬂﬂmmutﬂ*i?ﬁ}ﬂﬂﬂt peut-ftre ce qii reate dea nécatégories
de Picard (strictes) quand on oublie leuf caractire additif, i.e. leur l
structure de Picard = c'est } dira ﬁu an ne retient gque la n-catérorie I . |
(adanik P sk LA aes O nieps g X y N
A vrai di*t, cette idde est veﬁuu d'abord d'une autra direction, quand 1 1Y

n'eat nri en glomdétrie alpébrique de démontrer dea Mﬂ‘ﬂl Lafachats

B g TS EEE SR P



vl

o Ghewlge s
4 coéfficiants discrets; dans le cas d'une variété projective disons et
de toute section hyperplane, ou d'une variété gqunsi-projective et de preaqu

toute section hyperplane (pour ne mentjponner,qu ¢aa global le plus sim=
ple), sous les hypothbses de prafandnuﬁéﬁgz_ﬁ%azqégiurul1:3“ {en fait,
essentisllement des conditions néc. et suff. de validité dudit théordaze).
Dans le cas commtatif, les technigques de dualité nous sugsérent tréa clal-
rement quels sont les meilleurs énoncés possibles, off. 1'exposd de lime Raf—i
naus dans 3GA 2. Mais ces techniques ne valent qu'en se restreignant 4 des i
coéffieients premiers aux caractéristiques, alors gque des démonstrations
directes plus géométricues (dévelonpées dana S5GA 2 avint le développement .
du formzalisme de la cghnﬂil?ﬁﬂiyﬁtalﬁj donnaient des résultats tréa vniainnf
pour le H° et le H* (ou 1 1 v 81 on préfbre) sans telles restrictions, |
du moins dans le eas propre (i.e. projectif, au lieu de guasi-projectif). i
En faitg, ce sont sasladh fkn "rdaultats les meilleurs possibles" eux-
mfmes, énoncés comme conjectures dans SGA 2 dans l'dxposé cité de Mme EEJH
naud, qui sont démontrés ultérieurement par elle dans sa thdse. Ce qui est |
reparguable de notre point de vue, c'eat gue lea énoncés les plus forts sa
présentent le plus naturellement sous forme 4'énoncés sur dasf;hamEE sur
le site étale de la variétéd algébrique considérde = la notion de "profon-
deur > 1" (pour i=3,2,3) s'énongant aussi le plus naturellement en termes

de chanps. Non seulement cela, mais alors méme qu'on voudrait ignorer la

notion technioue de champ et travz&ll-r *“F?F‘iﬁETEEE-F" tiﬁﬂ 8 de EP et
Hlen utilisant & bloc le formanliame ziraud, pour =) rer disonsa un

théorkme de bijectivitd 'Eljf}-illjx} (ce qui =st le résultat le plus nro- |
fond é+abli dana la thise de Mme Haynaud), il semble bien qu'on n'y arrives
rxfr pas, faute dixwzirxix A ce formalisme 4'avoir la souplease nédcessialreg
En fait, i1 faut utiliser comme ingrédients techniques, de fagon :aauntial}@
les trois théordmes suivants directement pour les l-champa "de torsion®
{(i.2. o1 les faisceaux en groupes d'automorphismes sont de ind=torsion):

a) théoréme de changement de base pour un morphisme propre, b) thdoréme de
changenent de base par un morphisme lisse ¢) théorime de mhxxx "propretéd
cohorologisue géndérique™ pour un morphisme de type fini £: X— 3, 3 integre
(dizant que 1l'on peut trouver dans 5 un ouvert U#d tel que pour tout chnnge
ment de base 5'— 3 se factorisant par u, la formule de changenent de base
est vraie). (Pnur B) =t e), il faut faire des hypothices que len faisdeaux
d'automorvhianess sont premiers aux caraftérisitques, et dans ¢) une hypothd

se de constructtibilitd sur ces failscenmux - mais b) et ¢) ne servent que
dans la vereion "géndrigue™ du th. de Le!’schetz?f:'ﬂnt avec an vus de tells
a-nlic ti~ns gue Giraud p -riz la peine danz son bouguin (2i Je ne me troup

de demontrar nl,h] (et @) 7) 4anz le contexte des l-champs et de leuvs |
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fusres directes ot inverses. Kails dn mfme ocoup i1 devient clair gque le
cont=xte"natursl™des théorizss de chansemant de bass en chhomologies dtale,
des thinrk %E_mﬂ'ﬂechhﬂtz {(dita "faibles") zur les "sectiona hyperplanes®,
tcut c:un:;sefg notion de profondeur qui y joue un rile erucial,deit celud
des n-chanpa. Bt gque le développement hypothétique de ce ocohtexte, ne ris-
gue pas de se riduire & une jonglerie puremsnt formelle et absolument bor=
délique dwesc du “"general nonsense", mais qu'on as drouvera ausaltdt confron
td A das tests "d'utilisabilité™ aussi sérisux gque la démonstration des
théorbmes de chanpgement de base et ceux du type de Lafachetz (qui mime

dans le contexte commtatif ne sont pas plgués de vers AR I 34w I«-ﬂ-ﬂ"

Je ne egais ai ces &c L entaires te "passent par desous la t3te™ 4 ton
tour, ni ai elles te donnent 1l'impression qu'ilj:uur1it peut-8tre desa cho-
ges intéressantes 4 tirer au clair. 51 cela t'intéresse, je pourrails expli-
citer sous forme un peu plus systématique quelques #Agrédients d'une hypo-
thiticue alghbre humnlugi;ue non commutative et les lienas de celle-ci A
1'algkbre homologigue commutative. Flus mystérieux pour moi (et pour cause,
vu mon isnorance en homotonie) seraiesnt les relntions entre celle-1% et
l'algebre homotorique, I.e. les structures numi-ﬂimpl. ginles, &t je n'ai
que des commentaires assez vagues 4 falre en ce sens, Par ailleurs, je te
rappelle gque mEme 1'alpbbre homologique mex commutative n'est pas, il a'en
fanut, dans un état matisfeisant, pour autant que je sache, v gqu'on ne sait
toujours pas quelle est la "bonne” notion de catéporie triangulée. Br il me
genble bien clair gue ce n'est pas une question pursment acaddémique - mfne
si on a pu se passer de le savoir jusqu'ici (en se bornant comme Monsieur
Jourdain A "faire de la progé sans le savoir® = en travaillant sur des

catégoriés de complexes, éventuellement filtrés, sane trop se demander quel
-les structures 11 y a sur ces catégeries Hrghs |

Bien cordialement A4 toi
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{"} P'S hRéflexion faite, j'ai quand mfme envie de te mettre un peu en ap-
pét&fﬁ ﬂ_"; !E'%&E%f':t cea‘:ifﬂuﬂ?ﬂ:untuirea asgez nguess’. Il a'agit du
yog: qu'unerf-catégoriei n-Jguivalence pris"est esseantiellemsnt la méme
chose® gu'un ensemble semi-simplicial pris A homotopie pris et ol on négli-
ge les f[; pour 4 2n+l (ob, si tu préfires,"ol on a tué les groupes d"homo-
topie en dicension ;n-i-l']. Voicl des éléments heuristiques pour ce yoga.
31 K. est un ensezble simplicial (41 peut &tre srudent de le prendre de
Ean) on lui associe une n=catégorie jgx GH{E.}. dont led O-objets sont les
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O=simplexes, les l-objets sont les chemins mxtrm (ou homotopies) entre
O-simplexes, les 2-objets mont les homotopies entre chemins (A extrimitds £
xéea) eta. Four les n-objeta, cependant, on ne prend pas lea homotopies
entre homotopies de fourbis, mais classes d'dquivalence mwid)homotonies
(modulo 1a relstion d'homotopie) entre homotopies. La composition des
i-objets (i3 1) se définit de fagon dvidents, on noterm qu'elle n'est pas
strictement associative, mais asscciative modulo homotopie. Done la n-caté-
gorie gqu'on obtient n'est pas"astricte™ - et on prévoit pas mal d'emmerdement
pour définir de fagon raisonnable une n-catérgorie pas stricte (dans la
défénipténnfies compatibilités mntre pour les "données d'apssociptivitdy. Ia
mise sur pied du yoga qui sult pourrait constituer un fil d'ariane pour la
définition en forme desa n-c-atégoriea (pna strictes), les n-foncteurs entre
elles (pas non plus stricts, et pour cause), les n-éguivalences ¥tc, au |
méze tdtre que le yoga initial "une n-catdgorie est une catdporie ou les -
Hom ot leurs 'wﬂDuplﬂmgﬁtgﬁﬂi?iﬁg—;}-cntég--v:*ies et des accoupdenents
entre telles". Catte n—catégnrigﬁ'&%ﬂﬂ fonctorisllem=nt de XK. , tout
morphisme sizmplicial K. =HEf définit un n-foncteur ﬂnl:l{.]--rﬂn(ﬂ:!]; en
fait, cela dolt en dépendre mfme n-fonctoriellement, vu qu'on voit (en 8'in
spirant de ce qui préciéde et 1l'appligquant & des enserbles semi-simpliciaux
de 1a forms Hom.(K.,EK!)) que les ensembles semi-gimpliciaux forment eux-
mﬂme%‘"‘hﬂ'&‘ﬂ.ﬁﬁ%ﬁ# quel que soit H ...

En Tait, Enl:'i.} a5t un® n-groupeids, i.s. une n-catdzoris ol touts
i-fléche (1 £1€n) (= i-objes) eat une "égquivalence” i.e. admet un gquasi-
inverse (done un inverse si la n-catégorie est"réduite™). 31 C est une
telle n-c-atégorie t.e. un n-groupoide, ot x un O-objet de C, il a"inpose
de désigner par TI&{E,:I:} (0 *1 £n) successivement: 1'snsenble dea clas-es
de O-gbjets & dguivalence prés (c'est un wvulpaire ens=able), l'ensamble des
claszes 4 équivalence prés de l-objeta {_bu 1-flacheg/ x—ex {c*sat un groupe,
pas néceasairement comsutatif), 1'ensexnble E%Eﬂt%%lx
eat 1la 1-flbche identigue de x (c'est un groupe commitatif IEIIE,IL ainai
que les groupes qui vont sulvre), 1l'ensemble des classes mod équivalence
de J-flacges 11-—|F 11 y 8te. Ces groupes forment, comme de juste, des
"asystimea loc afix" sur’l'ensemble des O=-objets de C, et modulo le grain de
sel mhituel}%'_gﬂlenf qus de la"composants connaxs" du O-objet x 1.s.
de aa clasae modulo dguivalence de O-obj=tas. Cecl dit, sl C est da la form
Enfﬁ.}. il régulte pratiquement des définitions que ¥ex 1l'on a des isomor
phismes canonioues j‘fil:’n'..,r}:ﬁ'rfﬂn{ﬂ.}} pour O £1i€n, quli pour x variable
peuvent a'interpréter comme des gSomorphismes de aystémes locaux. Il s'en-
sult gque pour une application semi-simplicisle K.-»EK.', le n-foncteur
correspondsnt C (K.) —C_(K.') est une n-équivalence sss £ induit un iso—
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morphisme sur les 'I.'{) st sur les ﬂi unﬂf_:ut point (L€1¢n). On serait pluE
heur=ux de pouvelr dire % la place "et ; morphisme aurjectif pour
1=H+1"% ecar c'est, il me semble, cela quil faudrait pau%ﬂﬂéﬂ#ﬁ:i conclure
qua la catéporie docalisde de 1ln catdgorie des enzsenbles seni-aimpliciaux,
obtenue &n inversant les fléchea"qul indulsent des isomorphisaes sur las

Ei pour 0 £1 £n" (ou encore,"en néglig=ant®™les enae~bles gemi-ainmpliciaux
n=-gonnexes), est éouivalente & la catésorie localisde de la catdorie des
n- cqtégories, ol on rend inversibles les n-édquivalencea ? Quoi gu'il en
soit, ces petites bavures devraient disparaitre lorsqu'on "stabllise"™ en
faisant augmenter n. A ce propos, on voit que le fonoteur 'trun’.ﬁurﬂ an
dim. n" de la t héorie homotopique (consistant A4 tuer les groupes d'homotopis
4 partir de la dimension n}{la'interprhtu dana le langage des n-catégories
par 1'op'ration faisant paszer d'une N-gatdsorie (N>»n) & une n-catdgorie,
en conservant Yektesgaelisx tels gquels lag i-ohjets (0 €1 ;gn-n at leur
composition (1 (.1. £n-1), =t en remplagant les n-objets par les claszes dk
igxivxiznzx de n-objets "A dguivalence prés", avec la composition obtenue
par pasonge au quotient. De zfime, le foncteur d'inclusion évidsnt en
théorie homotopique, consistant 4 regarder un enasoble semi-simpliclal

%ol on a néglipd les 'I-‘[:l pour 13 n+l" comme un ensemble semi-simplicial yxt
(dans 1la catégorie homotonique) gqui se trouvea avolr des Izi nuls pour
i?,n+l, 3¢ tradult par le foncteur allant des n-catdsoriea vers les K-
catfzoriea, obtenue e&n ajoutant A une n-catirorie dea i-fliches {n+l.‘1drH}
identiques execlusivement. (Ainei, un ense-ble est regardd comme une catdgo-
rie "dizcrdte”, une eatdrorie conme une 2-catdrorde oh les Hom(A,B), A et B
des J-chjets, sunt des catéporiea discrdtes, etc ...)

=

Sien srtendu, rien n'enpfche de consi?frer aussi 1» nbdtion de ae-catége
rie, & laguelle celle de n-catérorie eat comaes la nction d'ensemble semi-m
simplicial trongué #& celle d'ensemble semi-gsimplicial. Sauf erreur, da
lucaij,a.iedg.ﬁ __ﬁi;i;'-;ﬁip dezs m-cati~ories, pour laam fliches de @ -dquiva

1

';. catégorie hocotopique",localisade de la catdorie des ensanb1?
semi-simpliciaux, ou du moins une sorte de complétde de celle-lAd, Dans
cette optique, le tapis consistant A& interpréter une m=catégorie de Ficard
stricte (i.e. quelque chose gui resseable & un groups sbélien de la catégo-
rie des co-catdgories) comme donnde (i m-£fquivalence pris) par un shjes
complexe de chaines regardd comme un objet d'une catégorie dérivde, est A
relisr su tapis de Dold-Puppe, intarpritant cea dernieras comme dea groupes

abéliens semi-simplicisux.

l=nce, est

géniral ~
Four se donner confiasnce dans ce yog)s o2 peut essayer d'interpéter

en termes de n-catigories dax ou o -catdgories des constructions fanilidres
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en homotopie. Ainsi, l'espace des lacets JUK.,x) correspond manifestement
A la (n-1)-entérorie Hom(x,x) formie des i-flhches das C (1 £1.£nnk)

dent la C-orizine et 1z O-extrémtitd pont x, réindexfes an les appelant
(1=1)-fliche=., Ja xmtm n'apergois pas A vue de nez un joli candidat pour la|
suspsnoion en termrs de n-catdgories. Par contre le Hom.(E.,EK.') doit cor- E
respondre au Hom(C,C'), qui est une n-caté~oris quand C,C* en sont. Ba
"fibfe hamotopigue" d'une epplication semi-sipplicisle £: K.=3K.'(trans
formée d'gbord, pour les besoins de la cause, en une fibration de Serrs
par le procédéd bien connu de Serre=Cartan) corressnond sans doute % 1'oplra-
tion bien fnmil*ﬁ_}"} de produit r#;j‘bn! (du moins les cns n=0,1 sont bien
familiera !) GIC.G" pour dea n-foncteurs C —+0' a2t C"p ("', dana l= cas
oli E" esat la n-catdégorie _t-n:n:t-l':'i'n.m111':1I done la donnde da C"_p C'" correspond A |
1n donnée 4'un O-gbjet de C'. Les esspaces K(7fn) ont une interpftation I
dvidente comme n-gerbes tides par . Enfin, on voit ausai poindre l'analo-
gae du dévisange de Fostnikoff d'un ensembld semi-simplicial = mais la i
fagon dont je l'sntrevois (vue ma prédilection pert les topos) passe par :
la notion de topos classifiant d'unm n-groupoIde (géndéralisant de fagon [
éviiente le topos classifiant d'un groupe). En terzes de cette notion,

on peut, il me sexble, intermgrdter un n-groupo¥de en termes d'un (n-1)-grou
polde (savoir son trunqué}, guni d'une n-garbe sur le topos classifiant,
liée pu:r'% :I‘ﬂ'ﬂh L‘h = I....-.. -t.l-'hﬂﬂ. ™ . Ty ---J.

Bien sflr, 11 faut relativiser encore tout le yoga gqu'on vient de décri-

re,au dessus d'un topos quelcongue X. Il s'agirait donc de mettre en rele-
tion et d'idantifier, dans unme certaine mesurs, 1'une part l'algdbre hono-
tonigue sur X construlte an termes de la notion de faisceau semi-simplichkl
sur X , d'autre part l1l'alghbre catésorique sur X construite en termes de
1a notion de n-champ en zroupoldes (n 0 fini ou infini). On esphre gue
1a notion d'image inverse de faisceau semi-simplicial par un morphisme de
topos f: Xep X' (qui est évidente) sExremesaxrs corrsapond & la notion gius

subtile A'image inverse de nﬂcrhnmpa; et inversement, mmm la notion dvidente

d'image directe de n-cham 11" f devrait correspondre A4 une notion plus
subtile d'image dirm:ti‘(r-& “"’aisceau gami-ainplicinl, constrult sans doute
dans 1'ssprit das fonctsurs dérivés A partir de la notion naive (mais on I
hisite s'11l faut mettre Lfy ou Rf, )... Les déviosages A 1a Ps'tltnikuff
pxxterzaxrdexapzkaxex doivent avolr encore une interprétation remsrquable-
ment sizple en termes de n-champs. Comparer A la rem-roque de Giraud qu'un !
(1)=champ en groupoidea sur X peut a'identifier au couple d'un faisceau 5
'ﬁ'ﬁ sur X, et d'une (1l)-gerbe sur le topos induit X Eﬂ (dont 1e lien, |
comae de juste, devrait 8tre noté I-I t). D'ailleurs, “dans le cas des

l-champa en groupoides, la traduction de cep animaux en termsas de topos
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classifiants au dessus de X ezt, je crois, développd en long et en large
dans Giraudy (il parle, si je me rappelle bien, d' “extensions" du topos X),
L'extension (8i j'ose dire) de ce tapis aux n-champs ne devrait pas poser d(

probliéme. I

Hemords: tlchant de préciser heuristiquement la notion de topos olassi!
fiant d'un n-champ en groupoides (ou plus particulibrement, d'un n—,-_.s,-rnupuidij
pour n22, jJje vols que je n'y arrive pas 4 vis de nez./Bien sfir, 11 suffi-
rait (procéiant de proche en proche) de savoir définir un topoz classifinnt
raisonnable pour une n-gerbe , lide par un faisceau abélien Fn Q Donc je
ne sais comment décrire le dévicesge de Postnikoff sn tarmes de n-champa,
sauf pour n £2. Ceci est 1ié A la question d "un= descrintion directe des
groupes de cohomologle d'un n—arnu_f:cideg[ﬁu d'un n-champ), & codfficients
disons dans un systdme local commutatif, de fmjon que pour C=C_(K.), £. un |
ensenble sezi-simplicial dont lea T{l pour i »n+l sont nuls, on trouve les |
groupes de cohomologie correspondants de K. . Peut-on le faire en asscci-
ant 4 C, de fagon convenable, un enmemble semi-simplicial "nerf™ de C 7 I
Bien entendu, si on rdussit & définir un topos ¢lassifiant pour C, celui-ol
devralt 84re homotope A K. ci-dessus, donc avoir les m8mes invariants home
tnpiquea'ﬁi et cohomologiques Hii itou pour les champs. Ia définition habi-
tuelle du topos classifiant, dans la cas n=l, a bisn cette vertu. Cas parti
~culier typique du Fb de 1la définition du tonos classifiant: pour Tun grqui
pe comnutatif, trouver un topos canonique (fonctoriel en Tr bien sfir ...)
ayant le type d'homotopie de K(W,n), et qui gindralise la définition du
topos classifiant pour n=1 (topos des enzambles oh JT opdre). On frémit A
liidéu que les topos pourralient ne pas fairs 1affaire, ot qu'id y faille

dea’n-topos¥it (J*espadre bien gue ces animaux n'axistent pas ...)

La théorie 4" "algdbte homclogique non commutative" que j'=ssaie de f
suggérer pourrait ses définiy, vaguement, comme 1l'étude parallile des noti-
ons suivantes et de leurs relations multiples a) eapaces topologigques,
topos, b) ensembles semi-gimpliciaux, faisceaux semi-simpliciaux ete
e) n-catéz-ries (notamrent n-getipotdes), n-champs (nogamment n-champs en
groupoides) ete d) complexes de groupes abélisns, de faisceaux abéliens
ste, (Les "ete" réfirent surtout aur structures supplimsntaires qug'on @
peut envisager sur les objets du type envisagé...) C'esat donc de 1'algibry
avec la présence constante de motivations provenant de 1l'intuition topolo-
glque. Si une telle théorie devait voir le jour, il lui faudrait bien un |
nom, Jje me demande si “algébre topologique"™ ne serait pas le plus adéquat
falgtbre homologigue non commitative® ne psut gudrs aller 4 la longus, pows

des raisons dvidentes). Ce gui est aujourd'hui parfois désigné sous ce
W‘En'eﬂt gudre qu'un bric & bric de notions (telles que annsau topologique
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corpd topologique, groupe tupnlcgiquﬂﬂm formes gubre un corps de doo-
trine cohérent - 11 nd s'inpose donc pas que cela accapare un nom qui servi.
rait misux d'autres usages. (Comparer ls nouvel usags du terms "géoddtrie
analytique”™ introdult par Serre, et quli ne semble gubre avoir rencontre de
réaiatnnce.)

Ae-zalut, et a1 pleisir de te lire (/{ (
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